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Usa mia memoria sopra alcuni punti della Mec- 
canica applicata» frutto delle istruzioni che ho ri- 
cevute nella scuola di applicazione presso la Dire- 
zione Generale di Ponti e Strade , e primo parto 
del mio giovanile ingegno » và per dritto dedicala 
alFE. V . la quale per la luminosa carica , che lo- 
devolmente occupa » e per le estese conoscenze di 
cui è adorna, protegge la scuola e gli alunni di essa, 
e promuove caldamente le scienze esatte da cui sa 


Digitized by Google 



Ella che la perfezione delle arti e delF industria 
dipende , e F agiatezza e prosperità degli Stati. 

Si degni V E. V. nelF una e nelF altra qualità 
accogliere benignamente il ben giusto omaggio che 
le tributo ; permettere che la memoria sia fregiata 
del suo autorevole nome , e proteggere il lavoro e 
T autore. 

Di E. E. 

Umfl » Devot.o Obblig.» Servo 

Serfnnat» <P«ì)n[a. 
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Nella meccanica razionale allorché si stabili- 
scono le equazioni di equilibrio di un sistema 
qualunque di forze , si considerano i corpi su 
i quali le forze agiscono come perfettamente ri- 
gidi : ma in effetti tutti i corpi esistenti in na- 
tura per la loro elasticità cedono all’azione delle 
forze e cambiano di figura essendo alcune fibre 
distese, ed altre compresse} e se la stensione o 
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compressione che ricevono le rispettive fibre è 
maggiore di quanto la loro natura comporta , 
potrà pure avvenire che il corpo si rompa sotto 
1* azione delle forze date. Quindi nel dovere ap- 
plicare la meccanica alle costruzioni in generale, 
si rende necessario determinare il cambiamento 
di figura che prende un pezzo sollecitato da più 
forze , e lo stato che precede la rottura. 

Le prime nozioni sulla resistenza de’solidi sono 
dovute a Galileo; ma questo geometra ncll’e- 
saminare un solido prismatico incastrato in un 
estremo orizzontalmente , e caricato all’ altro di 
un peso , suppose che la sezione nella quale il 
solido tendeva a rompersi rotasse intorno la tan- 
gente orizzontale inferiore, e che le resistenze 
delle diverse fibre erano uguali fra loro: in seg- 
giolo il Leibnitz osservò che per la elasticità 
de' materiali le fibre si allungano allorché il so- 
lido comincia a piegare , e potendo prendersi 
le resistenze proporzionali a questi allungamenti, 
stabili che la resistenza di ciascuna fibra è pro- 
porzionale alla distanza che serba dall’asse di 
rotazione, restando però quest’asse come nel- 
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l’ ipotesi del Galileo. Dopo queste prime ricer- 
che il Bernoulli fu il primo ad osservare che 
quando il solido s’incurva le fibre situate alla 
faccia convessa si allungano, e quelle alla faccia 
concava si comprimono , e che in conseguenza 
essendovi in ogni sezione alcune fibre le quali 
non sono stirate nè compresse , intorno la retta 
che passa per esse bisogna concepire che roti 
la sezione: diede egli queste idee ma non si 
occupò di spingere oltre la teoria della resistenza 
de’ solidi j talché quasi nessun vantaggio ritraeva 
dalle ricerche di questi dotti la meccanica ap- 
plicata all’ arte dell’Ingegnere. Ma il Navier ri- 
chiamando l’ ipotesi del Bernoulli con la scorta 
delle nuove sperienze che a’ suoi tempi eransi 
fatte e si facevano tuttora sù tali argomenti, die- 
de alla luce nel 1836 un corso elementare ove 
diffusamente esamina i diversi casi ne’ quali so- 
glionsi trovare i pezzi che nelle costruzioni s’im- 
piegano (*). Dopo aver esposte alcune sperienze 



*!• nTHq.i . • j . t- . ' • >'i r I *tl**'‘ Iw a : •’ 

(*) Della seconda edizione di questa opera ne è stata latta di re- 
cente la versione italiana dal distinto Professore Sig. C. D’ Andrea , 
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sulla resistenza de’ solidi alla compressione ed 
alla stensione, si occupa egli primieramente dei 
solidi situati orizzontalmente sieno incastrati in 
un estremità, sieno appoggiati o incastrati in 
amendue gli estremi : ma nel considerare i solidi 
situati verticalmente su di un piano orizzontale, 
e caricati all"estremo superiore di un peso , trova 
il citato autore che la freccia della curva affet- 
tata dai solido resta indeterminata j e poiché 
questa entra come coefficiente nell’equazione della 
curva medesima, ne siegue che in questo caso non 
resta affatto assegnata qual sia la curva presa dal 
solido , e per questa circostanza non può nep- 
pure stabilire 1’ equazione di equilibrio alla rot- 
tura in questo , ed in altri casi che riguardano 
i solidi caricali verticalmente. Quindi essendo 
frequente V uso de’ solidi situati verticalmente , 
ho cercato di occuparmi sulle quistioni che ri- 
guardano i pezzi caricati verticalmente e de- 


ed è stata dal medesimo corredala di varie note ed aggiunte ben de- 
gne del lesto : c nel corso della presente memoria ove occorra di 
richiamare de’ principi generali intendiamo sempre di rapportarci a 
quest’ opera. 
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terminare qual sia la figura che prendono per 
quindi stabilire 1’ equazione di equilibrio alla 
rottura $ non che di mostrare donde sia avve- 
nuto che questi casi sembravano fare eccezione 
alla teoria generale , e ciò forma la prima parte 
della presente memoria. Nella seconda parte poi 
ho considerati i solidi di ugual resistenza dei 
quali il Navier poco si occupa , ed in alcuni casi 
che esamina la teoria presenta varie anomalie, 
come meglio dimostreremo in seguito facendo un 
paragone tra le formole che troveremo e quel- 
le date da Navier , e da Girard nel suo Traiti 
analytique de la rèsistance des soli de s , et des 
solides et égale rèsistance . 
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DEI SOLIDI 

CARICATI VERTICALMENTE 


E 

DI UGUAL RESISTENZA. 



DELLA RESISTENZA ALLA FLESSIONE , ED ALLA ROTTURA DE’ SOLIDI 
FOSTI VERTICALMENTE 

E CARICATI ALL’ ESTREMITÀ SUPERIORE LI UN PESO. 


i. Sia ( Fig. i. ) il solido prismatico AB situato vertical- 
mente , incastrato in A e gravato all’ altro estremo di un 
peso. Si chiami 

Q il peso posto all’ estremità superiore B , 
a la distanza verticale de’ punti estremi A e B, 
f 1’ ordinata B£ del punto B , 
x , y I’ ascissa AP e l’ ordinata PM di un punto qua- 
lunque M, 
s 1’ arco AM , 
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l la lunghezza primitiva del solido, 

P il raggio di curvatura nel punto M , 
m l 1 area della sezione trasversale , 
e il momento di flessione, 

j'r 1 ’ accorciamento che produce 1 ’ unità di peso in un 
solido di lunghezza i c che ha per sezione trasver- 
sale 1 ’ unità di superficie. 

Pel principio generale che stabilisce l’equazione di equi- 
librio alla flessione per un pezzo comunque sollecitato da 
forze , dovendo essere il momento di flessione diviso pel 
raggio di curvatura uguale alla somma de’ momenti di tutte 
le forze agenti dalla sezione che si considera fino all’ estre- 
mità libera, presi questi momenti rispetto all’asse intorno 
al quale rota la sezione che è proiettato , come è noto , 
nel punto M , avremo 1 ’ equazione 


J-=Q if-y), 

ovvero 

<0=Q(/-r). 

prendendo a causa della flessione piccolissima - = 
condo 1’ ipotesi adottata dal Navier. 

Integrando l’ equazione precedente si ottiene 


se- 


f — y =. A cos. nx 4 - B sen. nx 
essendo n= \/j, ed A e B due costanti arbitrarie, le quali 


si determinano osservando che quando x = o ; deve esse- 
re y = o , -ri — o: per tal modo si avrà 
A=/, B = o, • 
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e 1 ’ equazione della curva diviene 

y=f(i — co%.nx) (1). 

Inoltre essendo 


ds = dx\Ji+£=dx(i + ì d £ 7 + ec.'), 
arrestandoci al secondo termine della serie , e ponendo 
per ~ il valore ricavato dall’equazione (i), sarà 
ds = dx( i + •; nf* scn . 1 nx ) , 

Cd integrando in modo clic per a:=o sia s = o, otterremo 
s = x + 7 n'f'{x — ) ( 9 ). 

Restano ora a determinarsi le quantità a edy: a tale 
oggetto si rifletta clic quando x = a F equazione ( i ) deve 
dare y =f, e la (2) s uguale alla lunghezza primitiva del 
solido diminuita della quantità ~ l che indica prossima- 
mente Faccorciamento prodotto nel solido dal peso Q. Quindi 
avremo 


cos. na =. o 


'(* - èù) =a + 7 n T(a-^ìr) = « + 7 «V* (3): 

di queste equazioni la prima dà 

na = '-r , ossia a = ; - = ; *1/^1 

* ' TX V 

e la seconda 

Dovendo essere f una quantità sempre piccola, conviene che 
sia tale anche l’espressione 

vO-èK-é- 
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Se si avesse 


1 1 / Q\ ,i « 

A 1 Emj^Q Q 30 ’ 


*0 e»i) T 

sarebbe f —o , onde il solido non si piegherebbe sotto ra- 
zione del peso Q. Restando Q dello stesso valore, e dimi- 
nuendo l si avrebbe 

$-£)<***$' 

e il valore di f sarebbe immaginario ; onde in questo caso 
il solido neppure s' incurva , e perciò 1’ equazione (I) sta- 
bilisce la relazione tra le dimensioni del solido ed il peso 
che è sul punto di produrne la flessione. Allorché è dato 
il peso Q 1’ equazione (I) dà immediatamente la lunghezza 
del solido ; ma se si supponga che questa sia data ; per de- 
terminare Q si ha un equazione di terzo grado la quale 
in tutti i casi ordinar! perchè sia applicabile deve avere 
tutte e tre le radici reali , e per Q deve prendersi la più 
piccola. Difatti prendendo il valore di l abbiamo 

i - L 


(— i> Q ’ 


consideriamo l come 1’ ordinata di una curva di cui Q ne 
sia P ascissa : differenziando avremo 

, 3Q 


tu . , 


<— è)VQ 


Allorché Q = o si ha l=x> , — = co , onde la curva 
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avrà per asintoto 1' asse delle ordinate : crescendo il valore 
di Q , finché è minore di ~ , sarà una quantità nega- 
tiva , e perciò le ordinate andranno decrescendo ; quando 
Q = ^y risulta il coefficiente differenziale = o, c crescen- 
do Q diventa positivo: dunque se Ox 0 / sono gli assi a’ 
quali è riferita la curva ( Fig. 2 ) , ed A è il punto che 

ha per ascissa Q=^p, e quindi per ordinata 7^7^ nel punto 
A la curva presenta un minimo. Aumentando il valore di 
Q, ^ resta positivo finche non sia Q == Erti nel qual caso 

diventa infinito ; nella stessa ipotesi diviene infinito anche 
il valore di /, e perciò presa OC tripla di OA la cc‘ è 

un altro asintoto della curva; proseguendo a crescere Q , 

resta positivo, e poiché / è sempre negativa, si avrà l’al- 
tro ramo LI che avrà per asintoto f asse delle x , essendo 

/=o, “ = o, quando Q = oo. Prendendo il radicale che af- 
fetta Q col segno negativo , si avrebbero gli altri due rami 
K'À-' , L'I'. Siegue da ciò che quando l < BA f equazio- 
ne (I) avrà una radice reale e le altre due immaginarie, 

quando l = AB = le radici sono reali , due eguali 
ad ~ f altra a , finalmente quando / > le radici 
sono tutte e tre reali e disuguali , ed i valori di Q sono 
uno < ~ gli altri due maggiori. Ora ( come vedremo nel 
n.° 4 ) il peso Q onde non schiacci il solido deve essere 
in generale di gran lunga minore di —, dunque se l’e- 
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quazione (I) ha una sola radice reaie non è applicabile , 
perchè darebbe per Q un peso maggiore della resistenza 
che può offrire il corpo alla rottura, se ha le radici reali 
dovrà poi prendersi per Q la più piccola , se pure questa 
non è maggiore del peso che può rompere il solido dal 
quale come dimostreremo nel n.° 4 dipende il conoscere 
in quali casi è applicabile 1’ equazione (I). 

2 . Nel determinare il valore di a dall’ equazione 


cos . ria = o , 

ne abbiamo dedotto 

lui = 


ma è da osservarsi che dovendo essere ria uguale all’ arco 
che ha per coseno zero , si ha 


na = 


+ !>• 
2 


7 


e quindi verrà 
ed 




/= 2 VpTr).( 1_ è)^ 


Q 


L’ equazione della curva sarà sempre della forma 
y i — cos.rex)». ... (ì) 
estendendo i valori di x da x — o ad x = a = 2 * 1 « i/~ . 

3 'Q 

Abbiamo detto che x deve prendersi da x = o fino ad 
x = a , perchè 1’ equazione precedente considerata algebri- 
camente appartiene ad una curva composta di infiniti rami, 
che gioverà ora esaminare. 

Sieno ( fig. 3.) Ox 0 y gli assi a’ quali è riferita la curva 
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dell’ equazione (i) ; differenziando due volte di seguito si 
ha successivamente 

^—nfsen.nx (2), 

= n Y cos.nar ( 3 ). 


Ponendo x = o si ha dalle equazioni (1), (2), ( 3 ) 


y— 



d'y 
* dx * 




onde la curva tocca in 0 l’ asse delle x : dando ad x un 
valore qualunque OP si ha dalla equazione (1) la corrispon- 
dente ordinata PM. Finche nx < ^ir il valore di è po- 
sitivo, e perciò la curva è sempre convessa verso l’asse delle 
x: allorché nx = ±r, si ha^r; = 0 e 1 ’ equazione (1) dà 
y—f Sia OA = ~ , AB=y sarà B il punto corrispondente 

della curva : crescendo la x il coefficiente differenziale di se- 

. d 1 Y • • ... 

condo ordine ~ comincia ad esser negativo, quindi la curva 

offre la sua concavità all’asse Ox, c B è un punto di flesso. Il 
valore di ^ per questi valori della x si mantiene sempre 
positivo , e ci dimostra che le ordinate vanno crescendo ; 
ma quando nx = ir, si ha ^ = 0: in questa ipotesi l’equa- 
zione (1) dà y = 2/I Aumentando ancora il valore della 
d\ . . « . 

x , diviene negativo ; e perciò le ordinate cominciano a 

decrescerei nel punto C corrispondente all’ascissa OD=aOA 
l’ ordinata è massima. Il coefficiente differenziale di secondo 

3 
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ordine resta negativo finché nx < ± r, quando nx=\ 1 r si 
annulla , e diviene positivo pe' valori maggiori della x : dun- 
que nel punto B' determinato dall’ ascissa OA' = 50 A, e 
dall’ ordinata A'B' = AB vi è un altro punto di flesso. Cre- 
scendo il valore di x il coefficiente differenziale di primo 
ordine è sempre negativo, e svanisce quando nx= 2ir ; in 
questa ipotesi si ha dall’equazione (1 ) y = 0, e quindi presa 
(J 0 '= 40 A nel punto 0 ' la curva tocca l’asse delle x. Dando 
ad x de’ valori sempre più grandi si avrà un’ altro ramo 
simile ad OBB'O' , e questi rami si moltiplicano all' infinito 
tanto nel senso delle x positive che delle x negative. 
Sieguc da questa analisi che a seconda che prendiamo 

A — o , A = 1 , A = 2 ec. poiché si ottiene a = 4 ir , 

n _ i *t/A , a = 4 itI/q , ec. , ed i valori di x devono e- 

slendersi da x = 0 ad x = a : il solido si piega secondo 
una curva che ne’ rispettivi casi è della forma degli archi 
OB , OCB' , OB'O'B" ec. Or avendosi 

•S-QC/'-y) 

per ogni punto della curva OB'O'B" . . . , perchè questa ne 
è l’equazione, è chiaro che in qualunque de’ punti B, B', 
B" ec. si ponga il peso Q manterrà sempre equilibrato il 
pezzo incurvato secondo gli archi OB , OBB' , OB'O'B" , ma 
è pure evidente che se I’ estremità supcriore , e tutti gli 
altri punti del solido sono liberi esso tende sempre a pie- 
gare nel modo indicato dalla fig. 1. dunque bisogna con- 
cepire che negli altri casi sia ritenuto in qualche punto. 
Per ben interpetrare i risultamenti a’ quali siamo ora pcr- 
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venuti , riprendiamo il valore di f dato nel n.° preceden- 
te; cioè 

/— V;(— E.K-3’ 

ed osserviamo che se questo valore è piccolissimo, come lo 
richiede l’ ipotesi che il solido prenda una leggiera flessio- 
ne , gli altri valori 

/= a V£ O-jSViHè’ ec - 

riescono immaginari , e quindi deve adottarsi soltanto il 
valore 



Inoltre se 

è una quantità reale, il primo valore di f cioè quello che 
corrisponde al caso di k — o non è più piccolo, quindi la 
flessione del solido è grande e potrebbe anche avvenire che 
si rompa. Or se supponiamo che ON ( lìg. 4 ) sia la primitiva 
posizione del solido, e che l’ estremità superiore N sia libera 
è chiaro come abbiam detto più sopra che il pezzo tende 
ad incurvarsi come lo indica la fìg. i. c non già come è 
rappresentato nella fig. 4 ? pertanto dovendo nel primo caso 
1’ estremità N portarsi sull’ orizzontale che passa pel punto 
B si vede che il corpo deve necessariamente rompersi , me- 
nochè non si tratti di solidi molto elastici , e di piccole di- 
mensioni. Ma se riteniamo l’ estremità supcriore N in modo 
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die non possa spostarsi orizzontalmente più della quantità 

» A '= a V2o -s.yh-i' 

allora in grazia della resistenza opposta da questo ostacolo 
qualunque egli sia , il solido prenderà la forma indicata 
nella fig. 4 i c tosto che si ò piegato potrebbe anche ren- 
dersi libera 1’ estremità superiore che il pezzo rimarrebbe 
in equilibrio per la sola azione del peso superiore. 

Del pari se anche 1’ espressione 

f= 2 \lTX 1 —&yh~~h 

è reale , saranno pure reali gli altri due valori di f ; ma 
molto grandi , ed in conseguenza piegando il corpo ne'due 
modi indicati qui sopra si curverebbe di molto, c potrebbe 
anche esser esposto a rompersi : d’ altronde se il pezzo è 
libero sempre nel modo indicato nella fig. i. tende a pie- 
gare , c non già come si vede nella fig. 5 : ma se sup- 
poniamo clic il solido sia ritenuto nel punto 0' in modo 
che questo punto non possa uscire dalla verticale O.c , al- 
lora il solido si curverà come vedesi nella citala fig. 5. e 
cosi di seguito. 

Quindi 1’ ipotesi a non corrisponde al caso 

in cui il corpo è libero ; ma bisogna che sia ritenuto nel- 
l’ estremità superiore in modo che non possa spostarsi più 
di una data quantità, o pure in qualche punto dell' altezza 
determinato come abbiamo già detto , o in amendue que- 
sti moili : e dalle formole precedenti si ricava 1’ aumento 
di resistenza che riceve il solido in simili circostanze , e 
quindi il vantaggio clic se nc può trarre nelle costruzioni. 


Digitized by Google 


( 2 . ) 

Siccome nella pratica si cerca alle volte non solo il peso 
che piegando il solido non sia capace di romperlo , clic si 
determina come vedremo nel n.° 4; ma quel peso che non 
piega affatto il solido , cosi fermiamoci a dichiarare l’ uti- 
lità che può trarsi dalle precedenti considerazioni quando 
si voglia che sia f =. o ; 

Da' valori precedenti di f avremo rispettivamente 

K'Sd-wi ® 

'(-£) = ^5 <"> 

delle quali la prima dà le relazioni tra le dimensioni del 
pezzo ed il peso che è sul punto di piegarlo quando tutti 
i suoi punti sono liberi , le altre due quando 1’ estremità 
superiore , o un punto situato al quinto dell' altezza par- 
tendo dall’ estremo superiore sia ritenuto in modo che non 
possa uscire dalla verticale 0 x (*). E dall'ispezione di que- 
ste formolo si vede che se la lunghezza del solido è tale 
clic non possa resistere all’ azione del peso Q senza pic- 


(*) Quando un solido è incastrato e l’ estremiti» superiore è mantenuta nella 
stessa verticale il pezio non può piegare sotto un peso qualunque ( V. l’ opera 
citata del Navier n.° 3t)3 ) ; ma ciò oon è in contradiuone con le forinole 
da noi stabilite perchè il Navier suppone elle l’ estremità superiore non possa 
affatto uscire dalla verticale qualunque sia il peso che gravita sul solido , e le 
nostre forinole suppongono che crescendo il peso possa deviare un tal poco , 
lo che essendo nella maggior parte de' casi più conforme a’ mezzi che si hanno 
nella pratica onde render fissa l'estremità superiore , parmi che nelle applica- 
zioni si possa stare alle forinole die abbiamo stabilite qui sopra. 
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gare , purché non sia maggiore del triplo di quell’ altezza 
che dovrebbe avere quando l’ estremità superiore è libera, 
ritenendo questa estremità nella stessa verticale della in- 
feriore il pezzo resiste ; che se sia maggiore del triplo della 
medesima altezza, ma minore del quintuplo , ritenendo un 
punto al quinto dell’ altezza si accrescerà la resistenza del 
pezzo tanto da resistere al peso Q. 

In quanto al modo di ritenere il solido è da avvertirsi 
che se l’ ostacolo qualunque egli sia è tale che siegue l' e- 
stremilà supcriore , o il punto situato al quinto dell'altezza 
mentre il solido si comprime per 1' azione del peso che so- 
stiene, bisogna render fermi i punti accennati ; ma se il 
pezzo passa per de’ collari situati in A' lig. \ o in 0' fig. 5. 
i quali sono fissi e restano nella medesima posizione quaudo 
il solido si comprime , bisogna che nel primo caso non sia 
il collare A' situato all’ estremità supcriore N ma alla di- 
stanza 0A'=lr|/q, e nel secondo caso il collare O'non deve 
essere già situato al quinto dell’ altezza primitiva ma alla 
distanza 00' = a ffj/- , perchè allora avverrà tenendo pre- 
senti le equazioni (I) e (II) che il solido dopo la compres- 
sione che riceve si trova ritenuto o all’ estremità superiore, 
o al quinto dell’ altezza. Per maggiormente rischiarare que- 
sti principi esamineremo nel n.° seguente l’ aumento di re- 
sistenza che si produce in un solido quando è ritenuto da 
un collare o da un altro ostacolo qualunque situato ad una 
data altezza. 

5. Sia il solido AB (Fig. 6) incastrato in A, ritenuto nel 
punto A' e caricato all' estremo superiore B del peso Q. 
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Ritenendo le denominazioni del n. i. indici daino con — p, 
— q le pressioni orizzontale c verticale che si esercitano nel 
punto A' : rivolte queste in senso contrario avremo che il 
pezzo AB è in equilibrio animato in B dal peso Q ed in 
A' dalle forze p , q parallele agli assi delle y c delle or, 
quindi ponendo A A' sa a! avremo per ogni punto della parte 
AA' del solido 

•£ =/*«'—*)+ gr—Q(/+.r) » 

e per ogni punto della parte A'B 

'-Z = -Q(f+y) (*). 

Integrando queste equazioni si ottiene rispettivamente 
y+y== A cos.n'x-f Bsen.»'x-f- ( a ' — x) — , 

f + y = A' cos . nx + B'sen./ix 
essendo 



ed A , B ; A' , B' costanti arbitrarie introdotte dall' inte- 
grazione : di queste le due A e B si determinano osservando 

che quando x = o deve essere y == o , o; le altre due 
poi riflettendo che quando x = a' il valore di y e di ^ 
ricavato da una qualunque delle equazioni precedenti deve 


(*) La parte A'B si avrebbe potuto anche riferire agli sui Ax A y' la sua equa- 
zione sarebbe stala allora 

■0 = Q l Z-r). 


dalla quale cambiando y in — y si ottiene 1' equazione che abbiamo stabilita. 
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essere lo stesso ; giacche al punto A' le due curve AA', A'B 
devono raccordarsi. Per ritrovare poi i valori delle quan- 
tità p , q , a , f si osserverà che nell’ equazione della curva 
AA' quando x = a' deve essere y = o , e nell’ equazione 
della curva A' B quando x = a , y = — J\ inoltre la pres- 
sione che si esercita in A' contro 1’ appoggio dovendo es- 
sere diretta secondo la normale alla curva nel punto A', 
si avrà per questo punto. 

dy q 

dx p* 

e finalmente la quarta equazione onde poter determinare 
le quantità p , q , a , f si troverà tenendo conto come ab- 
biamo fatto nel n. 1 . della lunghezza primitiva del pezzo. 
E questa la via generale per procedere alla soluzione del 
problema , ma osservando che la flessione è piccolissima 
potremo supporre che la pressione contro 1’ appoggio A' 
sia orizzontale , quindi della quantità q che sarà piccolissi- 
ma non ne terremo più conto , come pure dell’ equazione 


ÌL — — 1 

dx p * 

e supponendo per conseguenza 

n' = V~~ n > 

l’ equazioni delle curve si riducono ad 

/+/= Acos.ru: + B sen . ru: + -g (a' — cr) (i) 

/+y = A'cos.ru: + B'scn./u: (a) 


ed avremo primieramente per determinare A e 6, 

/= A + £»' 
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dall, e quali risulta 

a f £ 2 ! r P_. 

A —J Q ’ B nQ’ 

inoltre dovendo essere x = a',y = o, si ottiene dall’ equa- 
zione della curva AA' 

/= A cos. na' -f B scn . no', 
ovvero, ponendo per A e B l’ espressioni ora trovate, 


f= (/— 7/) cos .na'+ ^ sen.no'. 


Per assegnare le costanti A' , B' dovendo essere y — o 
quando x = a! nell’ equazione della curva A'B , ed i va- 
lori di ricavati dall’ equazioni delle due curve eguali fra 
loro quando x = a ', abbiamo 

f — A' cos .na' -f- B'sen. na' 

— A' sen.no' -f- B' cos.no' = — Asen.no' + B cos.no' — , 

dalle quali ponendo per A e B i loro valori e tenendo 
presente l’ equazione (3) si ricava 

p i scn na 1 — scn . na' cos . na' — naf 
Qn i — co*, na' 

B' = ^ (i — cos .na'). 

Quindi poiché ponendo nell’ equazione (a) x = a ì y = —f, 
si ha 

tang . no = — ^ , 


na/ + >ea.na' eo%.naf — i scn . tu/ 

tane . na = 7 

® (i — cos.na')* 

la quale dà il valore di a. 
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Per trovare ora la lunghezza delle curve AA' , A'B onde 
stabilire l'altra equazione che unita alla (3) ne determini 
f c jj, si ponga per scmplicizzare i calcoli 

A = *cos.j3, B = *sen.j3 (5), 

a e p essendo due costanti che per mezzo di queste equa- 
zioni si potrebbero facilmente determinare: l'equazione (ì) 
diverrà 

f+y = *coi.{nx — p) +£ (a‘ — x) (i 1 ), 

donde 

= — sen .(nx-p)-Z, 

e quindi 

ds == dx -f- sen . (nx — p ) + 0dx 
ed integrando in modo che x = o dia s = o , avremo 

S = X + «’-f- — ~ ^ien.(»ix— jS)co».(n*— fl+ien.pco».^ 

— ^ (cos.(nj — fi)— coj.fi) J , 

ponendo x =a ‘ , ed indicando con S l’arco AA', sarà 

(d+r^— Vi' — — [sen.fna'— jS)oo».(na' — 0)+Jcn.5coj.£]ì 
y n / in f 

[cosina* — fi) — coj. fi] j 

Quest' espressione avendosi dall’ equazione (i*) 
f=»cos{na‘—p), 

in virtìi dell’ equazioni (5) , e de’ valori di A e B si ri- 
duce ad 

S = a'+ } 
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la quale osservando che per 1’ equazioni (5) 

*-A*+r.(r_$*+6r. 

« sen . (na 1 — /3) = (f — sen.na' — ~ c°s . na > , 

e che per 1’ equazione. (3) 

f — ;r'= - j — rr tane . na' , 

J Q co» .nei Q n ® 

diviene 

c_ , én '\(f P a '\ - P' . (f*-- P' \ ,;in B na ' | 

ò - a '+TlV v) W* v 

Similmente essendo 

A' = — B'tang./wi, 
si ha dall’ equazione (a) 


onde 


dy nB' , x 

~ — cos.ma — x ) , 

dx coi. na x ' 7 


n l^f> * 

ds = dx 4-t — ; — cos. 3 n(a — x)dx: 

1 * coieria v ' 


quest’equazione dovrà integrarsi in modo che per x=a‘ sia 
s = o , e ne risulta 

n*B'* f , sea.mta — x ) — sea.inta — a') 1 

5 = X — a'-f-j 7— X — a ì , 

1 4cos.’nn L a n J 1 

dalia quale facendo x = a , e chiamando S' la lunghezza 

dell’ arco A'B si deduce 

di , , n* B '’ T i , *en.an(a — o')'| 

S' = a — a' 4- 7 — — a — a' 4 i : 

1 4 C0S>na L 1 a» 

e 1’ equazione 

' 0 -n)= s + s '---- («)• 

essendo a data immediatamente dall’ equazione (4) , unita 
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all’ equazione (3) serve a determinare f e p. Avendosi dal- 
1’ equazione (3) 

(i coi. na')f , 

P a! /’seii.na' \ ****** ‘ ' ' * 

-q — “9 

si rileva che p è proporzionale ad f e che l’ equazione (6) 
quando se ne elimina p contiene la f al secondo grado. 
Risulta ancora dalla medesima equazione che se 

w 

f = 0 , onde il solido non si piega : c che se 



a 


diviene f immaginaria ; quindi l’ equazione (I) stabilisce la 
relazione tra le dimensioni del solido , ed il peso che è sul 
punto di incurvarlo , ove per a dovrà porsi il valore rica- 
vato dall’ equazione (4). Supponiamo che sia a' = o , cioè 
clic il pezzo non sia ritenuto in alcun punto , 1’ equazio- 
ne (4) darà 

, a* + 1 

tang .na ovvero na = — - — * , 

ove k è un numero intero qualunque , ma come noi vo- 
gliamo in ciò che siegue supporre che la parte A'B non sia 
ritenuta in alcun punto , prenderemo per na 1’ arco pros- 
simamente maggiore di noi che abbia per tangente il se- 
condo membro dèli’ equazione (4), onde dovremo fare k= o 1 
e 1’ equazione (I) diviene 



equazione identica alla ( 1 , 1 ) (*). 


(*) Con questa notazione vogliamo indicare l’ equazione (I) trovata nel n. i , 
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e sarà 
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r, dall’ equazione (4) si avrà 
tang. na = ìi — a = — 0,429 


na = K — are tang. 0,429= 7 v 
e 1’ equazione (I) si cangia in 



Similmente supponendo successivamente 

na! = te , na' = i te , na' = a te, 
si ha dall’ equazione (I) rispettivamente 


'( , -È;)=5' r v'4 

10-ao-wé 


quest’ ultima equazione è identica alla ( II, a ). Di qui si 
vede come cresca la resistenza del pezzo a misura che varia 
la posizione del punto ove il solido è ritenuto, ed è chiaro 
ancora che il valore na 1 = 2 ir è l’ ipotesi che dà al pezzo 
la massima resistenza quando non si vuol ritenere che in 
un sol punto. 

E anche degno di osservazione che se il punto A' è si- 
tuato all’altezza AA' = 2iq/^ non soffre alcuna pressione : 
difatti essendo cos . na'= 1 in questo caso, l’ equazione ( 3 ') dà 

P = o, 


e coli faremo in prosieguo sempre che dovremo citare un' equazione trovata in 
un dato numero. 
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nella stessa ipotesi si ha 

A =/, B = o, B' — o, 

ed A* si presenta sotto forma indeterminata, ma risalendo 
all’ equazione dalla quale l’ abbiamo dedotta si rileva che 

A '=/: • 

onde 1 ’ equazioni (i) e (a) divenendo ambedue 
f+y —fcos.nx, 

ci dimostrano che le due curve AA', A'B fanno parte di 
una medesima curva. Ponendo quest’ equazione sotto la 
forma 

y= —Jl l — cos.nx), 

nc siegue che in questo caso le due parti A'A , A'B sono 
da una medesima parte dell’ asse delle x come lo indica 
la fig. 7 , se vuoisi prendere f positiva, o come lo indica la 
fig. 5 se si assume negativa. 

Abbiamo detto che f si può prendere positiva o negativa 
perchè 1 ’ equazione ( 6 ) che la determina è un’ equazione <li 
secondo grado pura rispetto ad f Ciò è di acconto con la 
natura della quistione giacche un pezzo situato da prima 
nella posizione verticale AN può piegare indifferentemente 
dall’ una o dall’altra parte di questa verticale, e se piega 
piuttosto in un senso clic in un altro, devesi attribuire alla 
particolare costituzione fisica del pezzo , circostanza che non 
si può assoggettare al calcolo. Nel caso che abbiamo ora 
considerato 1 ' equazione ( 4 ) dò 

taug.na = 7 , ed n« = ;t, 
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onde 1’ equazione (6) diviene 
donde 

e quindi come dovevamo aspettarci il pezzo è nello stesso 
caso considerato nel n. 2 quando abbiamo supposto A — 2 . 

4- Cerchiamo ora 1’ equazione che stabilisce l’ equilibrio 
del corpo alla rottura. Considerando ( fig. i ) una sezione 
qualunque del solido corrispondente ad un punto SVI della 
curva, è noto che per effetto della flessione una fibra si- 
tuata alla distanza v dall’ asse delle fibre invariabili cioè 
dall’ asse intorno al quale gira la sezione , e che è proiet- 
tato in M ; secondo che è situata dalla parte della faccia 
concava o dalla parte della faccia convessa , si comprime 

o si allunga di una quantità espressa da - = v per l’unità 

di lunghezza. Inoltre per l’ azione del peso Q tutte le fibre 
della sezione si comprimono per 1’ unità di lunghezza di 


(*) Per dedurre quest' equazione dalla (6) si osserverà che essendo io generale 

A' 


ung.na = — — , 


ti ha 


B' 1 


B'* 


cos. na z= - 


=A'* + B'*, 


A'’-fU'’ cos.’ na 

onde essendo nel caso che si considera B' = o, A 1 =f, dovrà farsi nel valore 
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una quantità uguale a ~ (*) : dunque 1* accorciamento , 

o 1’ allungamento che soffre la fibra nelle circostanze più 
sopra accennate è rispettivamente 

d'y Q d'y Q 

dx* E m ' dx % £m 

Essendo il solido di forma prismatica la quantità ^ è 
costante, onde queste espressioni variano da sezione a sezione 
perchè cambia il valore di ^ , e variano da punto a punto 
delia stessa sezione a causa di v : quindi se sostituiremo 
per ^ il massimo valore che acquista per tutti i punti della 
curva, che nel nostro caso è ^ y, e per o la distanza della 

fibra più lontana dall' asse sia dalla parte concava sia dalla 
convessa , che indicheremo rispettivamente per v " , v’ le 
quantità 

^Qr, Q. Q_ 

Eoi’ s J E/n» 


(*) A rigore per determinare U compressione che riceve ii solido in ogni 
sezione si dovrebbe decomporre il peso Q in due forre una secondo la tangente , 

r altra secondo la normale , e la prima che è uguale a Q — è quella che co ai- 
ds 

prime il solido , e quindi 1’ accorciamento di ogni fibra rapportato all’ uniti di 
lunghezza sarebbe — — , che essendo la Cessione piccolissima è prossimamente 

uguale a E perciò Del n. a abbiamo detto che la lunghezza «IMI, cmy. 
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indicheranno la massima stensione o compressione che riceve 
il solido. Dunque se dinotiamo con R , R' il massimo sforzo 
che può sostenere il corpo per l’ unità superficiale alla sten- 
sione o alla compressione , avremo 1’ equazioni 

r, 

« j Em E 

, Q _ R 

. J Em — E ’ 


nelle quali ponendo il valore di f trovato nel n. i si ha 


^VV(-éK- 

^'O-èK- 




(!)• 


Quest’ equazioni stabiliscono la relazione tra le dimensioni 
del solido , ed il peso che è prossimo a romperlo , onde 
dovranno sempre regolarsi le dimensioni del pezzo in modo 
che riescano i primi membri minori de’ secondi, e di esse 
si adotterà quella che dà pel solido dimensioni maggiori. 
Valgono le equazioni precedenti se il pezzo è libero , in 
altro caso si avrà 



ove k si determinerà , come si è veduto nel n. a , secondo 
il modo nel quale il solido è ritenuto. 

Fermiamoci al caso in cui vogliasi che sia/W o cioè che 
i! solido non si pieglii , la prima delle equazioni prece- 
denti dà - 

Q = R'm , 

5 
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onde la massima lunghezza che può avere il solido affin- 
chè non pieghi sotto un peso qualunque , è data dall' e* 
quazione 

(»*+ 

. . . 

ponendo A = o , si ha 



per 1' altezza da darsi al solido quando non è fisso in alcun 
punto. E facendo k = i , k = 2 , si vede che ritenendo il solido 
ne' due modi accennati ne’ n. precedenti può avere rispettiva- 
mente un' altezza tripla, quintupla di quella che corrisponde 
al caso in cui è soltanto incastrato all’ estremità inferiore. 
Si rileva ancora che il peso Q del quale il solido è cari- 
cato deve esser sempre minore di R'm , e perciò l’ equazione 
( I, 1 ) sarà idonea a dare il valore ili Q, che è sul punto 
di piegare il solido per una data lunghezza, quando 



giacche se l fosse minore di questa quantità , darebbe 
Q > R'm. 

5. Esaminiamo ora il caso considerato nel n. 3 cioè che 
il solido sia ritenuto in un punto qualunque dell’ altezza. 
Le equazioni delle parti AA' , À'B ( Fig. 6 ) essendo ri- 
spettivamente 

« =p(a'—x) — Q( /+>■) 

‘ 57 . = — QLf+y), 


* % 

^ 1 


0 
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si vede che il massimo valore eli per la prima curva 

ha luogo quando a: = o, y=o ovvero al punto A , e per 
la seconda prescindendo dal segno — , che serve soltanto 

a dinotare clic le ordinate y sono negative, ~ diviene mas- 
simo anche quando ^ = 0 : si ha dunque per assegnare il 
massimo valore di ^ una delle due equazioni 

‘ 0 /, 


e di queste si adotterà quella clic ha il secondo membro 
più grande. Or avendosi dall’ equazione (3, 5) 

t - coi . naf 


coj.no 1 

naf 


sara ( 

pa'-Q/> Q /, 
se si avvera l’ inequazione 

. . a seu . na' 

i + cos. na' > , 

. naf 

la quale si riduce a 

Quindi se na' < » il solido tende a rompersi in A' e non 
già in A , non essendo soddisfatta questa inequazione : se 
na' — * , tende ugualmente a rompersi in A ed A' aven- 
dosi in questo caso 

2 cos. 4 no i 1 2 — -, — 1 = o: 

i \ r"° J 
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se ««'> r la sezione di rottura è situata in A ; nè considere- 
remo altri casi perche supponiamo sempre che sia ««'< 2 *. 

Veduto in tal modo secondo i diversi casi che si vo- 
gliono considerare quale è il massimo valore di si por- 
ranno nell' espressione corrispondente per f e p i loro va- 
lori determinati conte si è detto nel n- 5 , e le equazioni 


v 


'( 


£y 

ih' 



R' 


✓ « * 
lim E 

daranno le relazioni tra le dimensioni del solido , ed il 
minimo j>cso che tic produce la rottura. 

Supponiamo per esempio che sia nn'—i r, avremo pii-, 
mieramente 

5'=^, tang.no = 

e quindi 

S _„+*•(, _i)5 

S'=a-o' + g + (1 + ^) (« - «') ] 1 

Inoltre avendosi dall’ equazione ( 5, 5 ) 

*Q/ 

P = — ’ 

eliminando p dal valore precedente di S' si ottiene in se» 
guito dall'equazione ( 6, 5 ) 

'(* - è) = ° + a -° '> 0 + 75) + f °']£ ; 

donde 


/= 


m ~ -r ~ t 

n \J 4 («o ~ *) (» + ^ 
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ovvero essendo prossimamente , come si è veduto n. 3 , 
na = {•*'> 


f ^6«rn ^ 0 Ém) n' z \ fi 1 { , Q^,/ 4 * 

f = = M?5 V^ 3 “e^Xq-Q- 

Vt+v 

E l' equazioni di equilibrio alla rottura saranno 


.-2/ +.2. = ^ 
< ' Em E 

e Em lì- 


ove per f si porrà il valore trovato qui sopra, c si adot- 
terà di queste due quella che dà pel solido dimensioni mag- 
giori (*). 

Qualunque poi sia il valore di «' se vogliasi clic il so- 
lido non si pieghi cioè che sia f =. o , si avrà 



Q = ll'/n 

ove dovrà porsi per a il valore dato dall' equazione 
Eliminandone Q si ottiene 


( 4 , 3 ). 


l 



(*) Avendo supposto che sia no! = «r, come n dipende da Q, ed < ovvero dalle 
dimensioni del peno ; dopo che queste si sono determinate convenientemente par 
meno delle equazioni stabilite , si ricaverà il valore di 



e resterà cosi assegnato il punto ove deve il solido ritenersi. 
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la quale dà la massima altezza che possa avere il solido , 
ritenuto in un dato punto , senza che s’ incurvi sotto un 
peso qualunque. 

6. Consideriamo ora ( lig. 8 ) un solido poggiato sem- 
plicemente su di un piano orizzontale e caricato all’estre- 
mo supcriore di un peso Q. sia BCA la curva che prende 
il pezzo dopo la flessione ; si riferisca a' due assi Ax , Ay . 
e restando le stesse denominazioni del n. i , esclusa la /", 
avremo 



abbiamo preso il primo membro col segno negativo perchè 
essendo concava la curva, si ha 

d'y 

? dx'‘ 

Integrando l’equazione precedente si ottiene 
y = A cos.zzx -+• Bsen.nr , 

e dovendo essere y = o quando x = o , risulta A = o , e 
perciò 

(j). 

Allorché x == n essendo di nuovo y = o, avremo 

B scn . na = o , 

donde 

ria = r , ed a — • 

ha costante B si determina osservando clic nell' equazione 
fra s ed x quando x — a deve essere s — l^i — 

Quindi essendo 

ds = = cos .''nx.dx , 
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avremo 

e 


, n' B’/ sen.injA 

•=*+— C*+— )• 

B = 2 V;('-Éi)^-Ì' 


Ponendo questo valore di B nell’ equazione (i) non vi re- 
sterà altro d’ ignoto , e potrà quindi costruirsi la curva che 
rappresenta: è da osservarsi che il massimo valore di sen.rax 
essendo 1’ unità si ha pel massimo valore di y 


b, 

onde la costante B introdotta dall’ integrazione e che in se- 
guito abbiamo determinata, indica la freccia CD della curva 
AB , che dinoteremo con f. Essendo al punto C 


sen.n*=i, 

ne siegue clic 

nx= ed * = •; a , 

cioè che il punto D cade nel mezzo della AM. 

Se si riferisse la curva ACB agli assi Cy' Cx' si otter- 
rebbe un’ equazione simile alla ( i , 1 ) ; onde ciascuna metà 
CB , CA del solido può riguardarsi come incastrata in C ed 
animata all’ altro estremo da una forza Q che tenda a com- 
primerla , e difatti il valore di B si deduce dal valore di f 
trovato nel n. i cambiando / in 1 l : ciò per altro è fa- 
cile a concepirsi per la natura della quistione. Uguagliando 
il valore di B a zero si ottiene 

W- 
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quest’ equazione esprime come è chiaro la relazione tra le 
dimensioni del solido, ed il peso die è sul punto di in- 
curvarlo. 

Paragonando il valore di l dato da questa equazione con 
quello che si ricava dalla ( 1 , i ) si rileva che restando la 
stessa la sezione trasversale , un solido incastrato in un 
estremo , per un dato peso , deve avere un altezza metà di 
quella clic può darsi ad un solido semplicemente posato 
sul piano orizzontale onde non si pieghi. Questa conchiu- 
sione pare contraria alla natura della quistioue; giacche 
è chiaro che l’ incastro deve aggiungere resistenza al so- 
lido : ma se si rifletta che in questo numero abbiamo ta- 
citamente supposto che l’ estremità superiore sia mantenuta 
nella stessa verticale dell’ inferiore , ( perchè se ne deviasse 
non potrebbe esservi equilibrio, e il pezzo sarebbe rove- 
sciato ) si vedrà che 1’ equazione (I) non deve paragonarsi 
alla ( I , i ) poiché il j lezzo si trova in diverse circostanze; 
ma piuttosto alla (I, 3) determinando il valore di a colla 
condizione che il solido sia ritenuto all’ estremità superiore ; 
cioè facendo n‘ = a : in questa ipotesi l' equazione (4, 3) dà 
tang .na = ria , 

e quindi 

«0 = 4,4954, 

'(* -é)= 4 >^ 54 » / é ; 

e si rileva che 1’ altezza del solido semplicemente posato 
sul piano orizzontale è prossimamente i dell’ altezza che 
può avere quando è incastrato nell’ estremo inferiore (*). 


(*) È qui Ja osservarsi die I’ equarioue ( I , a ) anclie deienmua l' alleiza che 
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7. Nel caso ora esaminato bisogna osservare come ab- 
biam fatto nel n. a che 1’ equazione 

seu . na — o, 

dà in generale 

ria — kv ed 


può avere un «alido incastrato Dell' citretniù inferiore quando l' altro estremo è 
ritenuto , e intanto questa equazione dò una lunghezza maggiore di quella ora trova- 
ta ; ma nel n. i si considera il pezzo ritenuto sempre all' altezza o , r=Z ,r V ( ^i 

e la lunghezza essendo data dall'equazione (I, i) avviene che dopo la compres- 
sione die riceve , trovasi ritenuto all' estremo superiore ; e se fosse 

dovrebbe essere il solido ritenuto da prima all' altezza S° Uo «l»**®* 

punto di vista può il solido portarsi ad un'altezza che non ecceda quella data 
dall'equazione (1, 2 ): e questo caso come è chiaro differisce da quello ove sì 
considera ritenuto sin da principio all' estremità superiore ; c dilani può darsi il 
caso , come lo indicano le equazioni del n. 3 , che un solido la di cui lunghezza 
è maggiore di quella assegnata qui sopra , si pieghi essendo ritenuto V estremo 
superiore : e questo caso è facile anche a discutersi direttamente. 

Pertanto nessuno di questi due casi è all' intutto paragonabile alle circostanze 
in cui si trova il pezzo semplicemente posato sul piano orizzontale ; giacche in 
quello del n. 2 crescendo un poco la lunghezza del pezzo l'estremità superiore 
si suppone uscire dalla verticale; in quello del n. 3, e che abbiamo scelto , l'e- 
stremità resta nella stessa verticale ; ina deve essere fermata da un appoggio ca- 
pace di resistere ad uu' azione orizzontale; mentre 1' estremità del solido poggiato 
sul piano orizzontale , sono in una stessa verticale senza soffrire alcuna pressione. 
Ma noi abbiamo adottata l' equazione ( 1 , 3 ) perchè questa corrisponde ad un 
caso più sfavorevole alla resistenza del pezzo incastrato. 

Da ciò si vede che nelle applicazioni bisogna , quando si tratta di pezzi ri- 
tenuti in qualche punto , aver ben riguardo alla natura di tali ostacoli : ed in 
seguito avremo anche occasione di imbatterci in simili discussioni. 

6 
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k essendo un numero intero qualunque: l’equazione della 
curva sari» sempre delia forma 

y = B sen . nx ==/sen . nx, 

ma i valori di x dovendo estendersi da x=o adi=o=^, 

la curva taglia 1’ asse delle x k -f i volte ne’ punti cor- 
rispondenti alle ascisse 

ah h« 

X T n 

h essendo pure un numero intero che si deve prendere 
da h — o ad h — k : e perciò quando nel solido non vi è 
alcun punto ritenuto nella stessa verticale delle estremità, 
dovendo la curva incontrar 1’ asse due volte, cioè a’ soli 
punti A e B , bisogna prendere k = i e supporre in con- 
seguenza = * come si è fatto nel n. precedente. Quando 
si fa k = a , 1’ equazione 

afi 

X “T 

dà nell’ ipotesi h = o, h = i , h = 2 , 

* = o, x— a, x = a, 

onde la curva taglia la AB ( fig. 9) nel punto di mezzo; 
in questo caso bisogna che questo punto sia ritenuto : e 
cosi di seguito. 

L’ espressione generale della freccia di ciascuna parte 
dell’ intiera curva è 
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Facendo successivamente k = i , = 2 , = 3 , si ha 


VkO-eO^ì-5» 

e si vede aver luogo ciò che si è detto nel n. 3 , che cioè 
se il primo valore è piccolissimo gli altri due sono immagi- 
nari , ed in conseguenza il solido può piegarsi soltanto nel 
modo indicato dalla lig. 8. Se il secondo valore è reale lo 
sarà anche il primo , ma sarà molto grande : pertanto se 
AN è la primitiva posizione del pezzo e tutti i suoi punti 
sono liberi; allorché si carica del peso Q, tende sempre ad 
incurvarsi come lo indica la lig. 8 ; ma dovendo l’ estremità 
N portarsi in A' la flessione sarebbe grande a segno che 
le nostre equazioni non sarebbero più applicabili , e po- 
trebbe anche essere esposto il solido a rompersi: si pre- 
viene questo inconveniente ritenendo il punto A' nella ver- 
ticale Ax , ed allora avviene che il solido si piega nel modo 
espresso dalla fig. 9 , portandosi 1’ estremità superiore da 
N in B. Che se la lunghezza del solido fosse molto mag- 
giore di AA' e minore di AB , come A n allora piegandosi 
come nella lig. 8. riuscirebbe anche grande la flessione; 
ma ritenendo il punto A' poiché il secondo valore di B è 
immaginario, si rileva che il solido non si piega allatto. 
In simil modo si potranno esaminare gli altri casi : e di 
qui si scorge quanta resistenza si accresca al solido allor- 
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che si ritiene in qualche punto come sopra abbiamo ac- 
cennato. 

8. Consideriamo ora il solido AA'B (fig. io) appoggiato 
in A sul piano orizzontale A y , caricato all’ estremo su- 
periore B del peso Q , e ritenuto in un punto qualunque 
A' della verticale Ax. 

Restando le solite denominazioni si chiamino — p, — q 
le pressioni che soffre il punto A' secondo gli assi. Sup- 
ponendo il solido già incurvato e stabilito l’ equilibrio pos- 
siamo togliere tutti gli appoggi rivolgendo in senso con- 
trario le pressioni che sostengono : quindi poiché nel punto 
A' vi è una forza orizzontale p , si rileva che in questo caso 
il {lezzo non può essere semplicemente appoggiato sul piano 
orizzontale ; ma bisogna che i punti A e B sieno capaci 
di resistere a delle spinte orizzontali agenti in senso con- 
trario a p. Indichiamo dunque con p', p", le spinte oriz- 
zontali che si esercitano ai punti B , A , e con q' la pres- 
sione verticale che soffre il punto A , le condizioni di equi- 
librio allorché si tolgono gli appoggi, essendo 

p' + p"=p 

?' = Q —9 

p'a = pa' 

potremo allorché sono dati i valori di p , q , a, determi- 
nare //, p" , q'. Pertando prescindendo dalle pressioni p", 
q\ poiché possiamo supporre il solido ritenuto nel punto A, 
abbiamo che il pezza AB è in equilibrio essendo animato 
in A' dalle forze p q agenti secondo gli assi delle x e 

delle y , e nel punto B dalle forze — p'= — — , e — Q: 
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quindi le equazioni delle parti AA', A'B saranno 

— * S “ “ rt a ' — *) + (Q — i ? )y + p'( a — *) 
—*7 u'~Q y+p'(- a — x ')- 

Gl’ integrali di queste equazioni sono 

y=n Acos.n'ar-f-Bsen.n'x — ^ — ^-x. ...... (1) 

,y = A'cos./ix-J-B , sen./JX — ^ (a — *). . . . (a), 
ove 



Le costanti A , B , si determinano osservando che nelle due 
ipotesi x = o , x = a 1 deve aversi dall’ equazione (1) y=o; 
onde 


A — o, B = 


_ P—P I 


Q — </ seti . n'a! 


( 3 ). 


Le costanti A' , B' , poi si assegnano riflettendo che nel* 
l’equazione (a) deve essere y = o quando x = a', e che i 

valori di ricavati dalle equazioni (i) e (a), devono es- 
sere uguali allorché x = a': quindi sarà 

A'cos.na'+B'sen.na' — ^ (a — a') = o (4), 

— n A'sen . na'- f- /iB'cos , na'-t™ = n 1 B co® . n'a' — q — ^ (5) • 

Restano ora a determinarsi le quantità p, q, a ; ed ab- 
biamo appunto tre altre condizioni da adempiere: cioè che 
sia nell’ equazione (a)jK = o, quando x = «, che la risul- 
tante delle forze p , q , sia normale alla curva nel punto 
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A', e la terza finalmente si ha tenendo conto delta lun- 
ghezza primitiva del solido. Le prime due condizioni danno 
immediatamente 

A'cos.«a + B'sen.raa = o (6) 


n'Bcos.n'a' — — — = — (7). 

Q — <1 p 

Per trovare poi l’ equazione che esprime la terza condizione 
accennata convicn cercare le equazioni delle due curve AA', 
A'B fra a: ed s: or essendo A = o , si ricava dall’ equa- 
zione ( 1 ) 

dx Q-V 

e quindi 


ds—dx -f- j- ^«'Bcos.n'x — dx, 

<^)> 



+ *' 3 B 


a sen. m’x — pT) 

n' Q — 7 


Ponendo in questa equazione x— a! avremo la lunghezza S 
dell’ intera curva AA', e tenendo presente il valore trovato 
per B , avremo 


c 1 , / I n‘ 

S =0 +t( , . + 

\»eu. n'a taug 


lan g./iV 



Inoltre essendo in virtù dell’ equazione (6) 


A' = — B'tang . na , 

l’equazione (a) dà 


r/v _ nB 1 
dx cos .na 


cos.«(a — + 
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e conseguentemente ' 

s = x— -f 3^1 ( x — a ') 

* Lcos.’na Q J v J 


+ 7 


n'B'* «m .in(a — a') — ien . i n {a — a-) 
eoi. ‘zia m 


+ oS^[* en - n ( a — 0, )- sc,ln ( 0 -*)]; 

facendo ora x = a, avremo la lunghezza S' della curva A'B, 
ed osservando die se si elimina A' dalle equazioni (4) , (6) 
ne risulta 

B' p 1 a — af 

cos.na Q seD.»(o — d) ’ 

si otterrà 

ci , , , T n*(o — a') n(a — af) T p>‘ 

S-a-a + T - aj gr («-«') • 

Quindi considerando che la parte A A' del pezzo è compressa 
dalla forza Q — q , e la parte A'B dalla forza Q , si avrà 
T equazione 

s S' 

ó = ' (8), 


Q 9 

Ltu 


J — 


E/n 


che unita a quelle precedentemente stabilite serve a deter- 
minare le ignote accennate più sopra. 

Volendo poi conoscere le frecce delle curve AA', A'B ; 
nelle rispettive equazioni si uguaglierà a zero il valore 
di ^ , e l 1 ordinata relativa al punto determinato in tal 
guisa , darà il ventre massimo della curva corrispondente. 

Nel caso che la flessione è piccolissima si può supporre 
la pressione in A' orizzontale , ovvero disprezzare q a fronte 
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di Q : si avrà allora ri = n , e 1’ equazioni (4) , (5) essen- 
do p‘ =— danno 


A'= sen.na' 
Q? 


B 


-~i( cos - 


na'- 


a — o* na' 


) 


(9), 


a seuTTur, 

Quindi avendosi dall’ equazione (6) 

A' 

tang.rca = — — , 

sarà 

r i ° — ** | * a# i # # 

cos.iza' ; tang .na=:sen.na. 

a scn.WJ ° 

dalla quale bisogna ricavare il valore di a. In seguito l’ e- 
quazione (8) che si riduce ad 

'(*- a)= s+s ' <*'> 

assegnerà il valore di p. Quest’ equazione può sempliciz- 
zarsi osservando che se per mezzo dell’ equazione (6) si eli- 
mina B' dalle equazioni (4) , (5) tenendo presente il va- 
lore trovato per A', si ha 

n(a — af) a a — af 


tang .n(a — af) af a' tang na 1 * 

n(a— a 1 ) asen.na 1 

sen.n(fl — a 1 ) af sci», na* 


(9') 
(9") = 


ciascuna di queste equazioni può sostituirsi alla ( 9 ) per de- 
terminare il valore di a e può dalla medesima ricavarsi 
con semplici trasformazioni trigonometriche. Pertanto in 
virtù dell’ equazioni ( 9 *) , ( 9 ") l’ equazione ( 8 ') diviene 

. / Q\ . B* a'(a — a') f n'af' a — ti asen.’na 1 1 , 

“"^Q* a [sen.W ~ ^ a'ieo.VuT ” 1 J ( 1 °)> 
e dà immediatamente il valore di p. 
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Questa equazione essendo di secondo grado , ed a due 
termini , ne risultano per p due valori uguali e di segno 
contrario ; ma potrà prendersi soltanto il segno positivo , 
giacché cambiando di segno con p i valori di B, A', B' 
verrebbe la curva AA' dalla parte delle y negative , e la 
A'B nel senso delle y positive. 

Perchè il valore di p sia reale, bisogna che sia 



se si avesse 

1 G _ Em) “ ° W» 

sarebbe p = o\ e quindi 

B = A'=B' = o, 

cioè il solido non s’ incurva : restando lo stesso il peso Q 
e diminuendo l si avrebbe 



quindi p immaginaria , c perciò il solido nemmeno si piega. 
L’ equazione (1) dunque dà la relazione che passa tra le 
dimensioni del solido , ed il peso che sta per produrne la 
flessione , ponendo per a il valore dato dall’ equazione ( 9 ). 

Quando le dimensioni del solido sono regolate per mezzo 
dell’ equazione (I) non essendovi pressioni in A , può essere 
il pezzo soltanto posato sul piano orizzontale, ma quando 
le dimensioni sono tali che possa il solido incurvarsi al- 
lora conviene ritenere l’ estremità superiore , ed inferiore 
con opportuni apparecchi; cosi se la sezione trasversale è 
un cerchio o un quadrato potendo il pezzo piegare in un 

7 
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senso qualunque , si potrà far passare l’ estremità superiore 
per un collare situato all'altezza a, e l’inferiore in un ap- 
posito incavo. 

E da avvertirsi che quando si prende na'=m ossia a'=r\/~ 
non vi sono pressioni negli appoggi: difatti essendo 

sen . no! =o , 

1’ equazione (io) dà p = o: inoltre si ha dall' equazioni (4) 
e ( 5 ) 

A'=o, B'— B, 

e perciò le equazioni delle due curve riducendosi entrambe 
ad 

— B sen . nx , 

ci dimostrano , come doveva essere , che il solido si piega 
nel modo esaminato al n. 7. La costante B si determina 
mettendo in considerazione la lunghezza del solido come si 
è fatto nello stesso n. e può anche dedursi dall'equazio- 
ne (io), osservando che essendo in generale 


B 


'=-£(■ 


cos . na'~ 


a — d 


nd \ 
sen. nd ) ’ 


si ha nel caso di no! ==* 


p_ (.<•— °V _ B , 

C) ’ asea.na' ’ 

e quindi essendo per l’ equazione (9") 

ascn.no' n(a — d) 

a' sen . na 9en.n(a — a')’ 


l'equazione (io) che pare divenga illusoria, si riduce ad 

/ ( 1— è) + 
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e se ne ricava 


espressione identica a quella trovata nel n. 7. 

9. Pel caso considerato nel n. 6 tenendo presente quanto 
abbiam detto nel n. 4 è facile lo stabilire l’equazione di 
equilibrio alla rottura: difatti essendo 

si vede immediatamente che il massimo valore di ~ è 

dx t 

onde per determinare le dimensioni del solido si avranno 
le equazioni 


-¥+è-S 


,,Q / 


V — — 


b 


(I) 


nelle quali si porrà per f il valore trovato nel n. citato, 
e si adotterà quella che dà pel solido dimensioni maggiori. 

Ciò ha luogo se tutti i punti del pezzo sono liberi che 
se poi è ritenuto in qualche punto nel modo accennato 
al n. 7 allora si porrà per f il valore corrispondente al 
caso che si considera, e die si è nel medesimo n. deter- 
minato. 

Nel caso che si cerca sia / = 0 la prima dell’ equazio- 
ni (I) dà 

Q = R'/n , 

e sostituendo questo valore nell’ equazione ( 1 , 6 ) , si ha 
l «Y« 


(x- J) V R'm 


Digitized by Google 



( 53 ) 

per la lunghezza che può avere il solido onde non si pie- 
ghi sotto un peso qualunque, ma si rompa per schiaccia- 
mento. 

Quando il solido è ritenuto in qualche punto dell’ al- 
tezza come si è veduto nel n. 7 si avrà in generale 

/ — 

(—!>*• 

ove k si determinerà secondo il caso che si considera; cosi 
se il solo punto situato all’ altezza * non può uscire 

dalla verticale che passa per le due estremità dovrà pren- 
dersi k=z 2, e si rileva che il solido può avere una lun- 
ghezza doppia di quella che corrisponde al caso in cui tutti 
i punti sono liberi. 

io. Cerchiamo ora le equazioni di equilibrio alla rottura 
pel pezzo esaminato nel n. 8: nella supposizione fatta di 
«'== n , avendosi dalle equazioni (1), (a) trovate in que- 
sto n. 


Ù. 

dx % 


— B sen . nx 


<£y_ 

dx % 


Q 


(A'cos . B'sen . nx) 


Q A'sen.n(g — x) 
s seo . na 


si rileva che per la curva AA', prescindendo dal segno , 
il massimo valore di ’jp , ha luogo quando 


nx — 7 ir , 

ed è uguale a 

Qn P 

*— n —• _» > 

e e osco .ria 


Digitized by Coogle 


( 53 ) 

e per la curva A'B, allorché 

n(« — *) = * ir, 

ed è espresso da 

A'Q p «cn na? 


tseo./ia $ n sen. na 


ed avuto riguardo all' equazione ( 9", 8 ) ne siegue che il 
primo valore è maggiore o minore dell’altro, secondo che 
si ha 


sen . n{a — a') ^ sen . na' . 


(!)• 


I valori di ~ dovendo essere presi nel loro valore asso- 
luto , in questa inequazione devono introdursi le quanti- 
tà sen . n(a — a') , sen . na' sempre positivamente. Pertanto 

esaminato quale de’ due valori di — è più grande si sosti- 
tuirà nelle equazioni 

+ A -51 

dx % ’ Em E 


v ,£r_ Q. 

dx‘ Lm E’ 

per mezzo delle quali si determineranno le dimensioni del 
pezzo. 

E da avvertirsi che nell' inequazione ( 1 ) entrando n che 
dipende da Q ed « , non sempre può vedersi se il primo 
membro sia maggiore o minore del secondo , allora si a- 

dotteranno per ~ entrambi i valori di sopra assegnati, e 

si farà uso in ultimo di quell’ equazione che dà pel solido 
dimensioni maggiori. Bisogna ancora osservare che se mai 
fosse 

W<fir 
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non potrebbe supporsi 

nx~{« t 

e per conseguenza per la prima curva ^ diverrebbe mas- 
simo quando x=.a\ e sarebbe uguale a 

p q»(a— a*) ; 

« a 

del pari se fosse 
non potendo farsi 

*(<*— 

il massimo valore di — per la curva A'B corrisponderebbe 
ad x=a\ e verrebbe espresso da 

p a‘{a—a>) 

« a 

Questo valore è uguale a quello più sopra trovato , e cosi 
doveva essere perchè potendo avverarsi nello stesso tempo 
le due condizioni enunciate, come per ambedue le curve 
il solido tenderebbe a rompersi in A', una doveva essere 
l’equazione di equilibrio alla rottura. 

Allorché si vuole che il solido non si pieghi, essendo 

(n. 8) p = o, sarà anche ^ = o, e quindi si avrà 

Q=R'ot; 

d’ altronde avendosi nella stessa ipotesi 
sarà 
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ove per a si dovrà porre il valore ricavato dalle equazioni 
stabilite nel n. 8. 

Essendo trascendenti le equazioni clic danno a in fun- 
zione di a' riesce molto complicato l'applicare le equazioni 
trovate; ma se invece di supporre data la a' supponiamo 
che si conosca il valore di na' si potrà dall' equazioni del 
n. 8 ricavar prossimamente na , e quindi a : in seguito poi 
conosciute le dimensioni del pezzo si ricaverà a' e si verrà 
quindi a conoscere il punto nel quale devesi il solido ri- 
tenere. Cosi supponendo 

na' — 7* 

l'equazione (9", 8) diviene 


e ponendo 


na — -;* na 

tea .(na — £«) jtrsen. na 

na=±ie + x 


avremo 

t <*•+*) — (ì *+*) tang .*== o, 

dalla quale convien ricavare il valore della x. Or poiché 
le due sostituzioni 


* = *=ì* 

danno risultamenti di segni contrari, fra questi due valori 
cade la radice dell’ equazione precedente ; noi prenderemo 
per semplicità il primo valore , quantunque se ne potrebbe 
cercare uno più prossimo , ed anche perchè il supporre a 
più piccola di quanto dovrebbe essere torna a vantaggio 
della resistenza del solido. Si avrà per tal modo 
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il qual valore supponendo la stessa sezione trasversale è 
più piccolo di quello trovato nel n. precedente per la sup- 
posizione di zm' = ir. Similmente si procederebbe per qua- 
lunque altro caso. 

1 1 . Supponiamo ora ( Fig. 1 1 ) il pezzo AB incastrato in 
A, situato prima verticalmente nella posizione AN c piegato 
secondo AB da un peso che disti orizzontalmente dall' estre- 
mità superiore del solido per una data quantità BC. Rite- 
niamo le denominazioni del n. 1 e facciamo inoltre BC;=«, 
T equazione della curva AB sarà 

la quale ha per integrale 

* + / — y=zA.cos.nx + Bscn.nx.- 

dovendo essere y = o , ^ = o quando x = o , avremo 
A=«+/ > , B=o, 

onde l’equazione della curva si riduce ad 

y — (* +/X 1 — • «*) » 

e procedendo come nel n. i , si otterrà successivamente 

/=(*+/X 1 — eoa. na) (i), 

*0 “ Em) = a + i «>+/)’(« (*). 

delle quali le due ultime danno i valori di a e di/ 
Eliminando a si ottiene 

/ ( 1 - è;) = n [i + k*+/)’}^c 05 . f (3), 
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che determina il valore di/; in seguito avendosi dall’e- 
quazione ()) 

na= arc.cos.— , 

* «+/ 

si assegnerà a. Potrebbesi anche dall’ equazioni (i) e (a) 
eliminare/, e dall’ equazione 



si ricaverebbe a , e poi / sarebbe data dall’ equazione (i). 

E da avvertirsi che per 7 uz = arc.cos.^. si deve pren- 
dere sempre il più piccolo degli archi che ha per cose- 
no 7^-1 meno che il solido non sia ritenuto in qualche 
punto dell’ altezza (*). 

Perchè il solido s’ incurvi di poco , se « non è una quan- 
tità molto piccola , dall’ equazione della curva si rileva che 
deve esser tale 1’ espressione 

1 — cos . nx 

per tutti i valori della x; quindi lo sarà pure l’arco ria, 
e perciò la lunghezza del pezzo dovrà esser sempre piccola* 
meno che non lo fosse il peso Q. L’ equazioni del n. ì 
possono dedursi da quelle che abbiamo ora trovate facen- 
do * = o. Difatti l’equazione (i) dà in questa ipotesi 

cos.na = o , 

e ia (a) 

equazioni identiche a quelle assegnate nel n. citato. 
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Supponiamo ora che * sia molto piccola, e che voglia- 
si y=o; 1’ equazione (i) darà 

cos.na = i , 

e quindi n = o , se tutti i punti del pezzo sono liberi ; al- 
tramente potremo prendere na = 2 r e questa supposizione 
corrisponde al caso in cui 1’ estremità superiore è mante- 
nuta nella verticale Ax. L'equazione ( 2 ) si riduce ad 

'C 1 — E^)= a + (4)> 

e dà il valore di 1 dato che sia quello di *, o viceversa. 
L’ equazione della curva essendo in questa supposizione 
y=a( 1 — cos.jjx), 

si rileva che se a non è nulla il solido è sempre incurvato, 
e poiché ponendo « = 0 si ha 

/ ( 1 -&)= a==air » / 4’ 

ne sieguc che questa equazione stabilisce la relazione tra 
le dimensioni del pezzo ed il peso Q onde il solido non 
s’ incurvi , quando l' estremità superiore è mantenuta nella 
stessa verticale che passa per l’ inferiore (*). 


(*) Questa concilili. ione sembra essere in contradizione con l'equazione (I, 9) 
e coti quatito si è detto alla (ine del n. 6 ; ma osservando che quando facciamo 
prima J—o qualunque sia », si suppone che l’ estremità superiore del pezzo sia 
ritenuta in modo che non possa uscire dalla verticale , e che il peso agisca ad 
una certa distanza dalla verticale Air; si vedrlt che l' equazione ora ottenuta do- 
vendo dare per Q (supponendo tutti gli altri elementi costanti) il limite de' va- 
lori che acquista al diminuire di * non può raccordarsi con le equazioni citate , 
perche il solido non è nelle medesime circostanze. 

Potrebbe anche domandarsi come dalla medesima equazione (t) facendo pri- 


Digitized by Google 


( 5 9 ) 


Dall' equazione 

COS.R£l=l , 

si avrebbe in generale 

na = a kx , 

allora la curva affettata dal solido toccherebbe 1’ asse nei 


punti determinati dalle ascisse x — ^ prendendo il valo- 
re di h da h = o ad h — k, ed in questi punti dovrebbe 
essere il solido ritenuto. La freccia di ciascuna curva si ri- 
caverebbe dalle equazioni stabilite, ma non ci fermeremo su 
queste considerazioni perchè simili a quelle de’ n. a e 7 ; 


ma «2=0, e poi f ovvero prima f —o e quindi «=o, si perviene a risul- 
tamenti diversi. Ciò dipende dacché F equazione (i) è verificata indipendentemente 
da a quando *=:o,/=o, ed indica per conseguenza che qualunque sia la 
lunghezza del solido non può piegarsi , come dovrebbe essere se il solido fosse 
perfettamente omogeneo. Pertando quando si suppone una delle due quantità * ed f 
nulla , o in generale si stabilisce un rapporto fra esse allora non supponendo l'altra 
che rimane ugnale a zero l'equazione si rende divisibile per questa , e determina 
il valore di a, e per mezzo delle altre equazioni stabilite si può asseguarc la fles- 
siòric dei’ solido , OvVero lo stato ih cui il solido potrebbe restare in equilibrio 
nelle circostanze particolari che si considerano senza punto curarci del come il 
solido passa in questa posizione. Quindi allorché si stabilisce 1 ' equazione che 
ìndica non possa il solido piegarsi, non deve ciò intendersi in un senso assoluto^ 
ma che non possa piegare nel modo voluto dalle particolari circostanze che si 
considerano. 

Da ciò si dedose , come abbiara detto anche nella nota alla pag. 41 che nel 
determinare l'altezza che può avere il solido onde non si incurvi sotto un dato 
peso quando è ritenuto in qualche punto, bisogna aver ben riguardo alla natura 
dell'ostacolo che lo ritiene, e la miglior via che possa seguirsi e di supporre prima 
la lunghezza del pezzo qualunque in modo che succedala flessione, ih seguilo ri' 
cercare le condizioni onde questa flessione si anuulli , e dàlie equazioni che le 
esprimono si ricaverò la relazione tra le dimensioni del pezzo ed il peso : come 
in tutti i casi esaminati ahbiam latto. 

* 
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così pure se il solido fosse ritenuto in un punto qualunque 
dell'altezza, si procederebbe come nel n. 5. 

1 2 . Per 1’ equilibrio alla rottura è chiaro che si avrà 

■ ?(*+/) + £=r 


ove per f si porrà il valore trovato nei n. precedente , e 
se / = o si dovrà sostituire in vece di « il suo valore e- 
spresso in l dato dall' equazione (4). 

i3. Kc’ casi finora considerati non abbiam tenuto conto 
del peso del solido, accenneremo ora brevemente come debba 
procedersi quando vuoisi porre a calcolo anche questo ele- 
mento. Sia il solido ( Fig. i ) situato come nel n. 1 : ri- 
tenendo le denominazioni ivi usate, si chiami inoltre 
■ti il peso del corpo sotto P unità di volume , 
x', j' 1’ ascissa e 1’ ordinata di un punto qualunque m 
compreso tra M e B , 
ds' V archetto elementare mm'. 

Essendo il momento di flessione in un punto qualunque M 
uguale alla somma de’ momenti delle forze che agiscono dal 
punto M al punto B, nell’ equazione del n. i al momento 
del peso Q devesi aggiungere il momento del peso della 
parte MB, che come è chiaro è espresso da 

«rmj (y'—yd * 1 • 

quindi avremo 

e ^ = Q(/—j) + dx' (ì) , 

prendendo a causa della flessione piccolissima ds' =? dx' . 
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Differenziando questa equazione si ottiene 

* ìp = — [Q + * n < a — *)]^ » 

la quale integrata ne farà conoscere la curva AB. Le tre 
costanti introdotte dall' integrazione si determinano osser- 
vando che quando x=o deve essere y = o, = o, e che 

inoltre come rilevasi dall'equazione (i), quando xz=a,^z=o: 

le quantità a ed f poi si assegnano come negli altri casi 
si è fatto dovendo essere simultaneamente x = a > y=f‘> 
e ponendo nell’ equazione fra j ed i 
x = a, s=S. 

Quanto al valore di S, si osserverà che essendo 


Q-f <rm(S — s) 
E m 


l' accorciamento che soffrono le fibre situate in un punto 
qualunque M per 1’ unità di lunghezza , • un’ elemento ds 

prima della compressione era uguale a o+ «m(S— <) ’ e 

1 Em 

perciò indicando sempre con l la lunghezza primitiva del 
corpo, dovrà essere 

rS ds _ E - 1 Em 

I Q+«m(S — j) « y+«mS’ 

^ n 1 * ir 1 " t? 


donde ricavasi 


Q / Q+«mS\ 

Em \ Em / 



Digitized by Google 



(62 ) 

Questa espressione pub semplicizzarsi osservando che -g- es- 
sendo in generale una quantità molto piccola , possiamo svi- 

vi 

luppando l’ esponenziale e in serie, disprezzare i termini 
divisi per E 1 nel risultamento finale, si avrà quindi 



14. Nel caso del n. 6 quando si vuol tener conto del 
peso del solido è da osservarsi clic dilaniando q la pres- 


(*) Ricevendo il solido una compressione la sua densità , e quindi la gravidi 
specifica si aumenta e perciò varia da punto a punto, per calcolar questo efictto 
si chiami 4- il valore che ha al punto M e 4' al punto m. La compressione che 


riceve il solido in M sarò espressa da 


Km 


d, é + Èf, 


•tr. 


4 'di', ovvero prossimamente 


4'tir'; quindi dovrò essere 




dividendo questa equaxione per 4 . e differenziando si ottiene 

«di dr 

~~V == ~’ 


e quindi integrando in modo che x = a dia 4 = — 

1 


Q_ ’ 
Em 


avremo 


4* 



la quale dà la legge della variazioni di 4- Per ciò che si è detto nella nota posta 
alla pag. 3a quest’ equazione neppure è rigorosa ; ma divien esatta quando 1* al- 
terca del pezzo è tale che si comprime senza piegare , prescindendo però sempre 
dall’ aumento che ricevono le sezioni nel scuso orizzontale per effetto della com- 
pressione. 
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sione verticale sostenuta dal piano , 1* equazioni di equili- 
brio quando si tolgono gli appoggi essendo 

Vmi-f-Q — <7=0, yds = o, 

si vede che il solido non può essere in equilibrio restando 
le estremità A e B nella stessa verticale se sono libere. 
Supponiamo quindi che sicno ritenute da ostacoli capaci 
di resistere ad una forza orizzontale, e chiamiamo p , p' 
lè pressioni che si esercitano in B ed A secondo l’ asse 
delle y. L’ equazioni di equilibrio saranno 

•temi + Q — <7=0, p+p'=o, pa — mv^yds — o, 

donde 


q = Q + Vml, —p'=zp = ~Cyds, 

a J o 

e per l’ equazione della curva AB avremo 

— « Qy+p(a—x)—&m^ (y'—y)dx‘ (i) 

la quale conviene prima differenziarla , e si ottiene 

=i»— [Q+«K«— *1] 


ed in seguito integrarla. Fatta 1 ’ integrazione si avranno 
nell’ equazione fra x , y tre costanti e le quantità a e p 
da determinarsi , e si hanno appunto cinque equazioni di 

condizione, cioè che quando x = o, x=a; sia ^ = 0,^=0: 

e che nell’ equazione fra x ed s , sia x = a , s = S , essendo S 
determinata come nel n. precedente. Si avrebbe dovuto an- 
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che tener conto dell’ equazione 



ma T equazione (i) , tenendo presente che si è supposto 
ds' = dx', appunto in virtù di questa equazione dà^=o 
quando a: = o. 

i 5 . Esaminiamo ora il caso in cui il solido non fosse 
prismatico , e per più semplicità supponiamo le sezioni qua- 
drate , disposte in modo che il pezzo sia simmetrico intorno 
un’ asse verticale ed i lati di tutte le sezioni paralleli: sia il 
solido appoggiato sul piano orizzontale e ne indichi (fig. 1 2) 
AB la curva che prende dopo la flessione, edef una sezione 
fatta da un piano condotto per l’ asse del solido paralle- 
lamente a’ lati delle sezioni nella primitiva posizione. Chia- 
mando 2« il lato di una sezione qualunque corrispondente 
al punto M, essendo *=fEu*, avremo l'equazione 

( 0 - 


Ciò posto per integrare questa equazione bisogna cono- 
scere u qual funzione di a: sia , e prima di tutto convien 
cercare il punto M a qual punto m dell’ altezza primitiva 
corrisponde. Pongasi am = z , la pressione che si esercita 
in M essendo prossimamente uguale a Q, la compressione 
che riceve ogni fibra posta in M per l’ unità di lunghezza 

è indicata da quindi P elemento ds prima della com- 
pressione era uguale a 


e si avra 


1 — 


4 Eu* 
ds — dz^i — 


4Eu 


0 > 
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e poiché dalla natura della curva de è data z in funziono 
di u , si conoscerà u espressa per s ; c cosi si ridurrà l’ e- 
quazione (i) a contenere s , x, y, ovvero x, y potendosi 
in seguito eliminare la s. Ma come con questo mezzo le 
formole si complicherebbero in modo che l’ integrazione non 
potrebbe più effettuarsi, prescinderemo dalla compressione 
che riceve il pezzo e riguarderemo la u come data in fun- 
zione di x, l’equazione (ì) diverrà quindi della forma 


facciasi 





e si avrà 

x (' , + z)-Q- 

Se X è una potenza di x o di un binomio di primo grado 
della forma x — « questa è l’equazione del fìiccali; onde 
potrà integrarsi con le formole per le quadrature ne’ casi 
da questo Geometra esaminati , in altro, caso converrà in- 
tegrarla per serie , ed allora è meglio calcolare sull’ equa- 
zione ottenuta da prima. 

16. L’ andamento che abbiamo tenuto ne’ n. i, c 6 per 
determinare la curva presa dal solido non differisce dal 
calcolo eseguito dagli autóri che sonosi di tali quistioni occu- 
pati ; ma questi a causa della flessione piccolissima hanno 
supposto la quantità a uguale alla lunghezza del solido che 
noi abbiamo indicata con l : quindi nell’ equazione 



9 ‘ 
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trovata nel n. 6, essendo data la a, hanno conchiuso che ser- 
viva a determinare Q e che la costante fi o la freccia delia 
cuna presa dal solido restava indeterminata: onde in questo 
caso non avendo potuto assegnare l’ equazione di equilibrio 
alla rottura , si sono limitati a dedurne alcune conseguenze 
sulla flessione : c primieramente nell' ipotesi di A = i, hanno 
detto che un peso 



era sul punto di piegare il solido. Per un peso minore di 
questo non potendosi avverare 1’ equazione 

B scn . a\/-^ — f sen . a l/— = o 


se non che facendo y=o, ne hanno dedotto che il solido 
non potea incurvarsi: ma come anche per un valore di 

Q>— si è nello stesso caso, cosà non potendo ammettersi 

che un peso maggiore di quello che ne produce la flessione 
non pieghi il solido , si è dovuto dire che questa contradizio- 
ne deriva dal che crescendo il peso la flessione non era più 
tanto piccola da potersi determinare con le equazioni sta- 
bilite. Ma questa conseguenza non sembra ammissibile per- 

che è chiaro che se Q differisce da -p- di una quantità pic- 
colissima la flessione non può crescere tanto da rendere 
1' equazioni ottenute inadatte ad esprimere la curva secondo 
la quale piega il solido. 

Inoltre nell’ ipotesi di k b 2 , il valore 
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verificando 1’ equazione 

Bsen.a^/— =o, 

si è detto che questo peso anche piega il solido , ma che 
però bisogna assolutamente ritenere il punto di mezzo nella 
stessa verticale delle estremità, e cosi di seguito. 

Pertanto dalla teoria che abbiamo esposta si vede che 
a non è da riguardarsi come costante, e che l’ equazione 

ay'~=tir 

serve appunto a determinarla , che la costante B o la frec- 
cia si determina tenendo conto della lunghezza primitiva del 
solido, nè il caso di un solido situato verticalmente dilTerisce 
da’ casi ne’ quali è posto orizzontalmente ; poiché in gene- 
rale F equazione di equilibrio alla flessione essendo un’ equa- 
zione differenziale di secondo ordine, dopo integrata, nell’ e- 
quazionc della curva si trovano due costanti c le coordi- 
nate del punto estremo, e queste si determinano; conoscendo 

il valore di y e di ~ all’ origine delle coordinate, dovendo 

la curva passare pel punto estremo , e dovendo essere nel- 
1’ equazione fra x ed s, x = a, s=S; essendo S uguale 
alla lunghezza primitiva del pezzo diminuita o aumentata 
della compressione, o stensione prodotta dalle forze che 
agiscono secondo la lunghezza del pezzo , e questo anda- 
mento abbiam noi seguito in tutti i casi. 

Si rileva ancora dalle equazioni da noi stabilite , che il 
peso 



*- 
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non piega il solido nè è sul punto d’ incurvarlo , e dalle 
sperienze eseguite su i pezzi caricati verticalmente si è ri- 
levato che il solido comincia sempre a piegare sotto un peso 


maggiore di che il peso Q=~-^ piega il solido quan- 
do non vi è alcun punto fisso , e non lo inflette quando 
è ritenuto come nel n. 7 , e che in generale quel peso che 
piega il solido quando vi sono de' punti fissi , lo piega an- 
che quando tutti i punti sono liberi; ma la flessione è al- 
lora molto grande , ed in conseguenza le equazioni stabi- 
lite non sono più rigorose. Inoltre da’ n. 3 e 8 si hanno 
le forinole per valutare le pressioni che soffre l' appoggio 
che ritiene un punto del solido nella stessa verticale delle 
estremità , quando questo è situato in un punto qualunque 
dell'altezza: e così pare che non resti più alcun dubbio 
sulla teoria de’ solidi caricati verticalmente. 
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PARTE SECONDA 


DEI SOLIDI DI UGUAL RESISTENZA. 


1 7. Nelle quistioni che abbiamo esaminate per stabilire 
1’ equilibrio alla rottura si è sempre considerata la sezione 
ove le fibre soffrivano la più grande stensione o compres- 
sione, ed in questa guisa deve procedersi in generale co- 
munque sia il solido caricato da pesi. Pertanto si vede che 
in una sezione vi sarà equilibrio, nelle altre eccesso di 
resistenza , ed in conseguenza si potrebbero diminuire le 
dimensioni del solido senza alterare P equilibrio : ne’ pezzi 
da costruzione e particolarmente in quelli di ferro fuso es- 
sendo utile il risparmiare quanto più si può di materiale, 
si rende necessario determinare qual debba essere la figura 
del solido onde in ogni sezione vi sia equilibrio tra la re- 
sistenza che oppone il solido alla rottura , e le forze che 
tendono a produrla. Un solido determinato in tal guisa 
chiamasi solido di ugual resistenza. 

Consideriamo primieramente un solido incastrato orizzon- 
talmente in un’ estremità , e caricato all’ altra di un peso, 
c riserbandoci in seguito a dar qualche cenno pel caso dei 
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pezzi curvi, supporremo per ora che il solido oltre di es- 
ser simmetrico intorno un piano verticale, sia anche sim- 
metrico rispetto un piano orizzontale ; talché la linea che 
passa pe 1 centri di gravità di tutte le sezioni ovvero l’ asse 
del pezzo è una retta orizzontale : questa retta fa parte 
della superficie contenente le fibre invariate , e la curva 
che prende quando il corpo si piega servirà ad indicare 
la flessione del solido. Immaginando una sezione trasversale 
fatta normalmente all' asse del pezzo l’ intenderemo riferita 
a’ due assi orizzontale e verticale delle u e delle v che ven- 
gono segnati in questa sezione da’ due piani intorno a’ quali 
si è supposto il solido simmetrico, e sarà quindi 



essendo esteso questo integrale a tutta la parte della se- 
zione clic esiste dalle v positive. 

Ciò posto 1’ equazione che stabilisce l’ equilibrio alla rot- 
tura in un punto qualunque, essendo 


B/ v" 

E “7 


(»), (*) 


{*) Quest equazione stabilisce l’ equilibrio alla compressione , sarebbe anche da 
considerarsi l’ equazione di equilibrio alla stellione ; onde ritenendo le deuomi- 
nazioui del n. 4 si avrebbe 

R «Z 

. Ma avendo supposto il solido simmetrico intorno un piatto orizzontale. »Z— .Z*- 
dunque ne’ casi particolari si «dotterà questa equazione o la (i) secondo che dalla 
natura parlicolaie del corpo, si lia 

n < R» 

E > E » 
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c 1’ equazione della curva che prende il solido 


*- = P (a-,). 


00 , 


da queste due equazioni convien ricavare la figura del so- 
lido di ugual resistenza. Eliminando p, si ha 

JV' 


R' P«" , , . - , 

E=—(a—x) = — (a — x). 


■J eJ~ V/u 


( 3 ): 


per mezzo di questa equazione data la relazione tra v ed u 
cioè la natura della curva che termina il solido , si ricava 
la relazione tra u ed x; quindi 1’ equazione (i) o la (a) 
dà la curva affettata dal solido e la relazione tra x ed s; 
onde eliminando x si avrà un’ equazione tra u ed s e cosi 
si conoscerà la grandezza che deve avere ciascuna sezione. 
Supponiamo che le sezioni sieno rettangolari , la larghezza 

uniforme ed uguale a b, avremo J "v'du = bv l , v" = v , e 
T equazione (3) si riduce ad 

donde 

e (4): 


l’equazione (i) poi supponendo come nel n. i 

tTy _ R'ViiR' i 
**' = E V 3P 


I d'y 

t dx‘ ’ 


dà 


e quando si avverasse la prima condizione dovrebbe soltanto cambiarsi nelle for- 
inole che troveremo la R' in R. 


Digitized by Google 



( 73 ) 


e quindi 

dy _M S ^ Va _^-—y 


dx 


y =Tpr(* /« + f ( « — *) Va — * — -, a [/a) , 

ds — dx-{- |^p^aa — a|Ai(a — *) — 

* = * +1FF ( 3 “ r — T+ K«— *) — fa 1 )- 

c poiché quando x = a deve essere s = l, si ha 
aAR'. 5 o* 


(5): 


/ = a + 


3E‘P 3 


( 6 ). 


Dalle equazioni (4), (5), (6) bisogna ora eliminare « ed a: 
per ottenere la relazione tra v ed e quindi conoscere 
F altezza che deve avere ogni sezione del solido. Or sot- 
traendo dall’ equazione (6) la (5) , si ottiene 

/-_« = « — *+ 3E Tp^(« — *) (5a — *) — J (a — *)l/a(a — * )\ 

ovvero ponendo per a — x il valore dato dall’equazione (4) 
, aAR' , . aAR^/iAR' aAR' , N , aAR' , /aAR'o\ , . 

'-‘=¥^4à rf (“ + li r,? )^¥ v VT)W 

dalla quale , potendosi considerare a come nota perchè è 
data dall’ equazione (6) , si ha per ogni valore di s il cor- 
rispondente di v , e potrà descriversi la curva corrispon- 
dente che dinota una sezione fatta nel solido da un piano 
verticale parallelo all’asse intorno al quale è simmetrico. 
Ma dalla forma di questa equazione si vede che per la de- 
scrizione della curva è meglio dare de’ valori a o, ericava- 
re s, quindi poiché dall’equazione (4) per ar = o si ha 

„ = \/— 

V aAK' » 
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i valori di v dovranno estendersi da y = o, a 
È però da osservarsi che nell’ equazione (7) la quantità che 
moltiplica è sempre positiva per tutti i valori di v, e 

quindi se le altezze v delle diverse sezioni si determinano 
per 1’ equazione 

. aiR' « , 3P „ . 

ovvero S=—(l— s ), 


si hanno per v valori più grandi di quelli dati dall’ equa- 
zione (7) , ed in conseguenza il solido resiste maggiormente 
all’ azione del peso P. 

Nello stabilire P equazione della curva che prende il so- 
lido si è disprezzato il quadrato di ^ in paragone dell’ u- 
nità ; pertanto essendosi trovato 

dj_ g y^( _ ^— \ 

dx Ey 31 * V V / 

si vede che al diminuire di P cresce il valore di^, e per- 
ciò si rende necessario lo stabilire l’equazione suddetta senza 
disprezzar nulla ; avremo per tal modo 


dy 

djc' 


R'ViR'A 1 

■ÉV3T s —*’ 


ed integrando in modo che a: = o dia^ = o, si otterrà 

’ R 'V’ A R 


d JL 

dx 




EV3P 


10 
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donde, ponendo — ■ - ) « h , si ha 

dy_ __ >(ya— Va — >) 

^ y'i — h'(\a-~\a — xY 

ed integrando 

y — I— h'(\a— Va—, rf— j^ircMa .h(\a—\a—r)> 

e quindi 

f — ^(a — |/i — fc*a) — p arc.scn.Aya. 

Per determinare 1' equazione tra s ed x, si osserverà che 
essendo 


cU=dx\Ji+^, 


risulla 


ds= ■ 


(ir 


l/i — A’(V a — v° — *) a 


ed integrando 

* = 2^2 arasen.ft(Va — V«i— *)+ 1 — *‘(V«— V»— *)* — ^ , 

nella quale facendo x = a, S = l ; c ponendo per y/a — * 
il valore dedotto dall’ equazione (4) si ottiene rispettiva- 
mente 

l = -^-arc.sen.^V 0 — ^ V>— (8), 

* = x 5 W* ~ fc, (v—V^) ! ’-]?• » 

delle quali la prima dà il valore di a , l’ altra dando a i> 
diversi valori da v = o , a v =V ^7 serve ad assegnare la 
curva che limita la faccia superiore del solido. 
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Sviluppando in serie nel valore di l le quantità 
are . sen ,/i^a , V 1 — k x a , risulta 

i = a -j- — — -f- — -f ce. , 

ove i primi due termini formano il valore di / trovato pre- 
cedentemente per r equazione (6) ; inoltre ricavando il va- 
lore di a , si ha 

, h'P VP 

a = / — - ec . 

>i 90 

Similmente si troverebbe che sviluppando in serie 

are . sen . h{ija — V a — x ) , e \/ 1 — /i\^a — Va — x f nel 
lorc di s, i primi termini dello sviluppo formano l’espres- 
sione di s trovata da prima. 

Pertanto dalle equazioni ora stabilite si rileva che il peso 
P non può diminuire quanto si vuole: difatti ponendo 
are . sen . h V<J = $ , 

l’ equazione (8) può porsi sotto la forma 
-r/t’/=cos.$ + $sen.9 — 1 , 

c poiché il secondo membro diviene massimo quando <? =7*, 
sarà 

*■ — 1 , 

ossia ponendo per h il suo valore 

^ i)E‘' 

Non potendo adunque esser P molto piccola si potrà fare 
uso delle equazioni stabilite sul principio , e tagliar quindi 
il solido secondo la parabola dell’ equazione 
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1 8 . Supponiamo ora che il solido invece di essere solle- 
citato all' estremità di un peso P, sia caricato di pesi uni- 
formemente distribuiti sull' orizzontale. Indicando con p il 
peso per ogni unità superficiale, è chiaro che nelle for- 
molo del n. precedente si dovrà cambiare 

r(a—x) in — + bp(a — xf, 

onde si avrà 


i aR'yR' 


0), 


f JLy^p a — x 7 
quest’ equazione ponendo per - il suo valore si riduce a 

d'y 

(L r* aR/yR' dx 

0+S) 5- ^”'’ 

dalla quale integrando si ottiene 

dx ìR'VR' . a 

dy‘ E y Sft °°"a — x’ 


C f pi indi 


dx 


(■ +£)* 

h log.- 


(»). 


ove 4 = ^ — . L’ equazione precedente essendo messa sotto 


V i - a ’( 1os ’ £3 


EV3 P 


la forma 


dx 


(h log. 


lo s-;db) 


, 1 
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ci dimostra clic quando x = « .^ =— \/ — i, e per conse- 
guenza senza integrare l’ equazione (2) si rileva che il pro- 
blema è impossibile: c se l' equazione (1) sembra che dia 
la legge delle ordinate o , è da riflettersi che in essa a è 
ignota , e che in questo caso 1’ equazione che la dovrebbe 
determinare la rende immaginaria ; dunque quando un so- 
lido è caricato di pesi distribuiti uniformemente sulla sua 
lunghezza non può essere di ugual resistenza. 

19. Sia ora il solido sollecitato soltanto dal peso proprio: 

in questo caso nell’ integrale or i rn(x' — x)dx' che esprime 

il momento delle forze che tendono a piegare il solido rispetto 
ad una sezione qualunque , essendo m = 2bv, non si può 
riguardare come costante la quantità ni , c perciò si avrà 
R' V 

é = ; «» 

I — — x)dx' <j(x' — x)dx‘ , 

dalle quali eliminando p , risulta 

v 1 — j* *-(*' — x)dx> = j a i>x'dx' — x^vdx', 
e differenziando due volte di seguito , 




J.~> 

R d'.y ‘ 


3cr dx' 


= V, 


e perciò integrando in modo che x = a dia 0 = 0, 


dx 


= 0 , 
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Quindi l’equazione (1) darà 

d'y 


1 tlx' 



00 - 


4R" 1 

(a — x)* ’ 


dalla quale integrando si ottiene 



4R M x 
E« a{a — x) * 


c perciò ponendo 


4R- , 

— — = n avremo 

fc« 


dy hx 

t — x)’ — h'x' 


Questa espressione divenendo anche immaginaria quan- 
do x = a , ci dimostra clic nemmeno può farsi un solido 
che sotto 1 ’ azione del proprio peso sia di ugual resistenza. 

20. Ne’ casi ora considerati tacendo le sezioni rettango- 
lari abbiamo supposto inoltre che il lato orizzontale era co- 
stante , riguardiamo ora le dimensioni verticali come co- 
stanti, indicando con u la semilarghezza di una sezione qua- 
lunque sarà t — \ Ev’u , onde considerando il solido solle- 
citato all’ estremità del peso P , di pesi p uniformemente 
distribuiti sulla faccia superiore c del peso proprio; sarà 

R' 0 

E - — 7 

$ ~ = P(o _ *) + 2Q2+ 2 are) J u‘(x‘ — x)dx ‘ . 
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La prima di queste due equazioni ci dimostra clic p è co- 
stante, quindi ponendo ^- = *RV= avremo 



— 2 Cp+ a , a:v)/i^ a u'dx 


^ = aC/>+a*v)A«, 

la quale integrata in modo che per u — o sia ~ = — P h, 
a = «, dà 

i , uV aA O+ 1 * l 0 + VP’A‘-f 1 (p + a «‘0 Au * 
q — X log. p , » 

\i(p+i-av)h 

ovvero 

(a — ir)yaft(p+3*v) 

uyaA(/>+a<w) +yP’A’+ 2 (p+a«rf)Au* = PAe 

donde si ricava 

Pfc r (a — x)\3h[p+2t!i>) — (a— x)yiA(^ + 3 «f)-i < 

u = — - - 1 e — e 

%\ih{p+i«v) L J 

ossia, sviluppando le esponenziali, 

u — 3 (/j+ aw^/Z^l +4(p+a«p) 1 A 5 ( ^p+«'). 

Riguardo all’ equazione della curva che prende il solido , 
essendo 

E» 
f ~~ li' 


una quantità costante , si vede che il solido si piega se- 
condo un arco di cerchio espresso per 1’ equazione 

** = 2 ?y —y 1 > 

e 1* equazione tra s ed x sarà per conseguenza 
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l 

a = p sen.- , 
ed 

a — x — p^sen . i — sen : 

ponendo nell’ espressione di u questo valore di a — x si 
ha la relazione tra w ed s ; ma essendo p una quantità 

molto grande , ed h = una quantità sempre piccola , 

potremo nel valore di u arrestarci a’ soli primi due ter- 
mini , e supporre a — x — l — s , si avrà per tal modo 

u = Vh(l — * + ì(p + *v)h 

la quale nel caso di p = v = o , cioè quando si trascura 
il peso del solido , c non è caricato di pesi distribuiti sulla 
lunghezza , si riduce ad 

3P 

„ = = ( 1 ). 

Da quanto ora si è detto si rileva che il solido di ugual 
resistenza può sempre determinarsi nella ipotesi della se- 
zione rettangolare , quando si suppone l’ altezza costante. 
È anche da osservarsi che i pezzi da costruzione incastrati 
in una estremità, o appoggiati alle due estremità, che è 
un caso facile a dedursi da ciò che si è detto ne’n. pre- 
cedenti , servono ordinariamente a sostenere delle parti che 
sono disposte orizzontalmente ; quindi è inopportuno a tale 
oggetto un solido la di cui sezione longitudinale non è termi- 
nata in una retti orizzontale : dunque nel determinare i so- 
lidi di ugual resistenza il supporre v" costante nel mentre 
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facilita la soluzione del problema perchè conosciamo già 
la figura che prende il solido, si rende più utile allo scopo 
clic deve adempiere il pezzo riguardato come membro di 
resistenza. 

ai. Sia ora il solido situato verticalmente, incastrato in 
una estremità , e caricato all’ altra di un peso : in questo 
caso ritenendo le denominazioni de’ n. i , e 4 si avranno 
le equazioni 

B/ _ o" o 
E 7' r Em 

* = (*), 

t 


(*■) Seguendo ciò che abbiamo dello nella noia p*g. 70 , dovrebbe*! qui liner 
conto dell' equazione 

R. = ^ Q 

E p E<n 

che stabilisce 1’ equilibrio alla stensione : ma è da osservarsi che questa equazione 
non può mai determinare tulle le dimensioni del solido di ugual resistenza , poi- 

/ 

diè essendo nell’ estremili superiore nulla la stensione — prodotta dalla flessione, 

e 

le fibre sono solamente compresse, ed in conseguenza la sezione superiore è sem- 
pre determinata dall’ equazione che abbiamo esposta di sopra , c che si riduce a 

Q = R'rn. 

Pertanto determinate le altre sezioni con la medesima equazione, potrebbe darsi 
che si avveri 1 ’ equilibrio alla compressione, e non già quello alla stensionc. Di- 
fatti chiamando m' la seziooe che corrisponde al valore dirizzo, cioè alla estre- 
miti incastrata , abbiamo 

r' y . q 

E ~f Eh» 1 ’ 

L 1 equaiiooe di equilibrio alla steosione sarebbe 

R Q_ 

li p * 

11 
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le quali nel caso delle sezioni rettangolari, indicando con 
• 2 v il lato secondo il quale piega il solido, e con u 1' altro 
lato si riducono ad 


- = - +- Q - 
E f sE ut> 

iE- =Q(/-j), 


ed eliminando p si ottiene 


r^ìSL^+ì, 

aw v 2uv 


ovvero ponendo = 


1 — hi- = 3 h{f—y), ed f—y=~ (v'—hi>). 


onde k m' i tale che n abbia 


:v", e Q = 

R'm, 

, risulta 

3TO 

R 

mf “ 

: i — 

R' : 

abbia 



2171 


R 

m 1 

<i- 

R' 


il petto ti romperebbe per 1' allungamento prodotto nelle sue fibre dalla flessione 
che riceve. In generale la condizione trovata non si avvera , ma se avesse luogo, 
dovrebbero determinarsi le lesioni del solido per raetzo delle forinole che tro- 
vami hi seguito esposte Ano alla seaione i* data dall' espiazione 


im R 



e da questa alla sezione d' incastro per mezzo di furinole , che si dovrebbero ri- 
cavare partendo dall' equazione 


R a» Q_ 

E f Em 


Digitized by Google 



( 83 ) 

Allorché y = o si ha da questa equazione il massimo va- 
lore di v , che indicheremo con F, e sarà 


v>' — hv> = Vif; 

ponendo y = /’, si ha poi il minimo valore di v , e si ot- 
tiene v = h. 

Inoltre essendo 

, _ 3Qf-y 
/ lìiu i " 1 ’ 

se si osservi che prendendo l’ elemento ds costante - = 

e che a causa della flessione piccola può farsi dx = ds , 
avremo 

d 'y _ 3 Q f-y 

ds' lEu v i ’ 


ovvero, ponendo per f — y il valore poc’anzi trovato, 

*y __ Q g-*. 

<k’ aEAu c* ’ 

e moltiplicando questa equazione per l’ altra 
= — — 

integrando in modo che per y=o cioè v= v‘, sia ^ =o, 
otterremo 

dy‘ Q /A* A* , , , „ _ , , v'\ 

donde si deduce 




V: p- + a(^ — -) — SA log.£ 


e ponendo per il suo valore espresso in v , risulta 

/Eu /»•» [h — iv^dv 


--VS I 


3QJ 'vFF 


+ afe 7 — v) — 5/i log . — 

* 
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Questo integrale contenendo un radicale con funzioni lo- 
garitmiche non può ottenersi esattamente : volendone un 
valore approssimato; se vogliamo servirci del metodo che 
si espone nel calcolo, cioè «li cacciare fuori il segno f un 
fattore , integrare la quantità che rimane fra i dati limiti, 
c moltiplicarla in seguito per la media proporzionale tra 
il massimo, c il minimo valore clic prende il fattore con- 
siderato da prima fra i medesimi limiti ; e vogliamo sce- 
gliere per questo fattore la quantità 

I 

\j ~ — ~T + afe' — «-) — 3/ilog.~ 


non possiamo applicare il metodo citato , perchè questa e- 
spressionc quando v = diviene infinita: ma è da osser- 
varsi che essendo 



e che per conseguenza possiamo cacciare fuori il segno f 
il fattore 



e chiamando M la media proporzionale tra il massimo e 
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il mimmo valore clic prende da v' a o, avremo 

* = 3 ^ 77 = 7 - = ^ 


Per assegnare il valore di M dobbiamo esaminare quando 
la formola (1) diviene massima, c minima: a tale oggetto 
si osservi clic essendo 



CtO+CvO'H- 


la formola (1) ponendo per brevità —j— = z , si riduce ad 


V 3 ~ ^C 1 + t *+ r **+ CC.) — ^ ( 1 + z + s’+ ee.)j 

in questa espressione essendo v'>/i, si vede che ne’ primi 

termini la quantità clic moltiplica — è positiva, ma come 

i coefficienti di z nel primo termine di questa quantità 
vanno sempre diminuendo, c quelli del secondo termine 

sono tutti uguali ad ^ ; si arriverà ad un termine dopo il 

quale la detta quantità comincia ad esser composta di ter- 
mini negativi: onde per giudicare se è positiva o no, con- 
viene esaminare se la somma de’ primi termini è maggiore 

0 minore di tutta la serie clic rimane. Sia n un numero 
tale die si abbia 

3 * 3 h 

n ^ * n + l 9 

potremo fare 

h 3 

y? n+S * 

1 essendo una quantità minore dell’ unità ; c la quautità 
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che moltiplica ~ nella forinola (2) potrà porsi sotto la forma 

(=?-M^->' + (=?->-] 

3 r x — 5 a-* . 3 — i , , 1 

(j+3 n+i h^3 J 

e poiché calcolando il valore della serie 
si trova uguale ad 


1—* a — « 3 — 3 

— H — : — x-t *’ 4- ec. 

n+i n-f-a (i+3 1 


l — 3 * 

+ : 


n+» f t'+'dx 

* ,+ , J l — * ’ 


>1 + 1 I — x 

la formola precedente si ridurrà a 

(=?->-] 

+ H— — i-^x- + £tlV 

Or essendo z < t , si vede che il termine negativo esistente 
in questa espressione aumenta al crescere di z , c poiché 
il massimo valore di z é 

3 


v 1 n + 3 * 


sara 


■ 3 (i+3 

- x" + -J-x"+* 
1 + 1 3 


) 


quantità minore de’ primi due termini della parte positiva 
dell' espressione trovata. Quindi la quantità che moltipli- 
ca nella formola (2) é sempre positiva per tutti i valori 
di v da e' ad /t, ed essendo ordinata secondo le potenze 
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d* Z — ~J~ ne siegue che diminuisce al crescere di v , ed au- 
menta scemando v, quindi il radicale sarà massimo o minimo 
con v, e perciò il massimo valore della forniola (i), sarà 


ed il minimo 




V V-h)^-h) 

Da ciò risulta che 

yty -h 4 (iJ—h) 

e perciò se supporremo 

«- y 

V (•* — h)(2iS—h) 

nell equazione trovata fra s e v, avremo l'equazione 

m. 

la quale darà per v de’ valori maggiori di quelli che do- 
vrebbe avere per resistere al peso Q. 

Ponendo in questa equazione v = // , deve essere s = /, 
onde avremo per determinare v l’ equazione 
1 » * /iEb llt—yh , 

(tì= 

questa equazione rispetto a v 1 è di quarto grado; ma ri- 
flettendo che possiamo prossimamente supporre 
'-ih 
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aEu i 
3Q • V ’ 


e v 




4Eu' 


Bisogna però notare clic questo valore di v 1 e maggiore di 
quello dato dall’ equazione (4) , perchè 


y>- 


-ih 




assegnato il valore di v' l’ equazione (3) dando a v de’ va- 
lori da v — h a e = v' , servirà per la descrizione della 
curva che forma il contorno del solido; ma volendo un 
equazione piu semplice , e di una sufficiente approssima- 
zione , si potrà osservare che essendo 


S + ? v— \h 

\7=Th 


>|A', 


possiamo servirci dell’ equazione 


V-y 
y'—h ’ 


dalla quale si ha 

(I), 


che darà per v valori più grandi di quelli dati dall’ equa- 
zione (3) , onde il solido cosi determinato resisterà mag- 
giormente all’ azione del peso Q , c quindi questa equazione 
è preferibile per la sua semplicità. 

Il valore di v‘ dovendo essere maggiore di h , si avrà 
dall’ equazione (4) 
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ovvero ponendo per h il suo valore 

r>^(SL V 

quindi se si avesse 

• R'V.sR'uyl 

sarebbe v'= A, e 1’ equazione 

v* 1 — hv’= 'bhf, 


darebbe _/= o, cioè il solido non sarebbe piegato: dunque 
l’ equazione precedente serve a dare la massima lunghezza 
che può avere il solido perchè non pieglii sotto 1’ azione 
del peso Q: in questo caso tutte le sezioni sono uguali , 
e quindi il solido di ugual resistenza è di forma parallele- 
pipeda. 

Nel n. 4 abbiamo anche assegnata la lunghezza che deve 
avere un solido prismatico onde non s’ incurvi sotto un dato 
peso , e si è trovato che dovea essere 



donde facendo «=fEuv i , m = 2 uv , si ha 


P=- 


“0-ST ’ 

ovvero, essendo Q = R'/» = aRW , 

‘ e / q y 

R'y R 5 V.iR'u/ • 


r=. 


Questo valore di A è più grande di quello trovato di so- 
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pra , e dipende ciò dacché 1’ equazione (4) è ricavata dal- 
la (3) che da per v valori piti grandi di quelli che deve 
avere pel puro equilibrio: cosi se si prendesse l’altro va- 
lore 


v * V4E«’ 

si avrebbe per determinare l 1’ equazione 

h=s U \{2L 

* V/jE u’ 

donde 

~ TT R'VRV 


il qual valore è anche un poco più piccolo di quello prima 
trovato. Ma se si rifletta che ne’ casi ordinari la frazio- 
ne è molto piccola si vedrà che queste differenze si 

possono trascurare. Del resto dal paragone delle formole 
esposte si potrà vedere in ogni caso di quanto è la diffe- 
renza, e dedurne in seguito prossimamente di quanto ec- 
cede in resistenza il solido determinato coll’ equazione (3), 
o colla (I). 

Se invece di porre - =^r se ne fosse presa l’espressione 

P 

esatta si sarebbe ottenuta 1’ equazione diffcrpnziale 



Q p — h 

ikhu v* ’ 


dalla quale , dopo averla moltiplicata per 1’ equazione 
dy= — ^(a v — h)dv. 
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ed integrata in modo che v = v‘, dia ^ = o, si ricava 

(' +©-*— A £- 7 + > 

onde affinché Ja curva sia sempre convessa verso l’ asse delle 
ascisse, si dovrà avere per tutt’i valori di v 

1 > 6 &( 7“7 + ^-v)-3Alog.0, 


ovvero 


1 > 6&, [ 3 + S “ PO + +«■)] v > : 

questa condizione per ciò che si è detto, è sempre soddisfatta 
purché si abbia 

1 ^ 3EV^( V ' _— 

ossia, ponendo per 4 e v' i loro valori, 


donde 


'■<S(-+i|)' c«> 


Finalmente è da osservarsi che quando un solido è situato 
orizzontalmente, ed è caricato di un peso, piega sempre nel 
senso del lato verticale; ma quando è posto verticalmente 
piega da quella parte ove il momento di flessione è più 
piccolo, cioè secondo il lato minore quando la sezione è 
rettangolare : quindi se si ha 2 v' < u , il solido piegherà 
secondo il lato v, e ponendo per v' il valore corrispondente 
avremo 


? < VTq 


( 7 ), 
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che in virtù dell’inequazione ( 5 ) dà 



cioè 

Q < (8) ‘ 

Le inequazioni ( 5 ), (6) , (7) 0(8), servono a determinare 
i limiti delle quantità l, Q, u, allorché si fissa il valore 
di una di esse , cosi dato il valore di u l’ inequazione (8) 
farà conoscere Q , ed il valore di / si dovrà poi determi- 
nare in modo che soddisfaccia alle inequazioni ( 5 ) , (6) , (7). 

22. Supponiamo ora che il lato secondo il quale piega il 
solido cioè v voglia farsi costante, dinotando con u la se- 
milarghezza , le equazioni di equilibrio saranno 


« , _Q_ 
E / 4Eup * 


i^=Q (f-y), 


dalle quali risulta 


R -E? + ^ ^ U== w + W ; V—rì : 

facciasi -^7 =3 h, e sarà 

f—y=-k( u — h ) : 


3Q 


h è il minimo valore che può avere «, e corrisponde ad 
y — y, il massimo che si ottiene quando /=0, è poi uguale ad 


Inoltre essendo 


, , 3fc . 

h + -/=«'• 


, 4E? u ’ 
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sostituendo per f—y il suo valore espresso in «, e ^ per - , 

US p 

avremo 

d'y Q u — A_ 
ds' 4 ^-hv' u 

si moltiplichi questa equazione per l'altra 


dv = — — du , 
7 3 h ’ 


s’integri in seguito cosi che per u~u\ sia ^ =o, e si ot- 
terrà 


onde 
ed 


d ji = _2 l/v_ « _ h io« . - v 

ds' 6Ev«\ niu S' u J> 

s= _ 4 a/^?. _ 

V 30 


du 


'sju 1 — u — h log.— ■ 


\j u‘ — U — Alog.~ 




Questo integrale non potendosi ottenere esattamente, os- 
serveremo come nel n. precedente che 

u'—u—h log . £= («' — «) [i — f ^ + ec.)J , 


e che 


ove M è una quantità compresa tra 

==V^. »> 


V-à 


V , -K i+4 ^ + "-) 
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quindi facendo 


si avrà l’equazione 
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\uf—h 


V iTLv tufhj—u) 

3Q'V^=T-» 


che dà per u valori maggiori del giusto. Ponendo in questa 
equazione u = A , s = / , si otterrà 


u '-J2-r 


ed in conseguenza 

Dovendo essere u > h avremo 


CO* 


p 


0 ) 


onde se si ha 


il solido non piega sotto l’azione del peso Q: questa con- 
dizione è identica a quella trovata nel n. precedente. 

Prendendo in vece di ~ il valore esatto di - si avrebbe 

OS f 


*1 

dx* 


Q u — h 


(>+£)• 

che moltiplicata per l’equazione 


dy = --ciu, 
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diviene integrabile, e dà 

0 + %d~ * = 1 ~7&£. u '~ “ -A 1 o «v)> 

dalla quale, affinchè +^r )~ 7 sia sempre una quantità 


positiva , si ottiene 

*>T®v 

ovvero, ponendo per u' ed h i valori che gli corrispondono, 

P <-f( 1+t è) (a) * 

Inoltre è da osservarsi clic i valori di u devono essere mag- 
giori di v onde il solido picglii secondo il lato y, e che 
perciò si avrà 

cioè Q>4R'v 1 (a). 

Le condizioni (ì) , (a) , (3) serviranno a determinare i li- 
miti fra i quali devono estendersi le quantità /, Q, v: l’e- 
quazione (I) darà poi la scala delle grossezze u. 

a3. Consideriamo in ultimo il caso in cui le sezioni sieno 
circolari ; in questa ipotesi indicando con v il raggio di una 




sezione 


qualunque , abbiamo « — , ed rtt = *■ v 1 ; onde 


dalle quali risulta 


V p Q_ 

E ~f ' E*t<* 

E*r f\f f \ 

— -=Q(/— y), 
4 t 


R' = (f — y) + -^7 > 

« v* w * * «ir w 


ovvero 


— A’v = ith'if—y), ed f—y= ^ 
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essendo ti = : allorché y =/ si ha i> = k e questo è il 

più piccolo valore di v: ponendo y = o si ha il massimo va- 
lore di v, che indicheremo con v*, e sarà 
*»»— AV=4A>/: 

Essendo 

« _ 4Q f-y 


avremo 


E«r i>* 

Q e’ — A* 


fty 

dt* E<rh* r 


e moltiplicando questa equazione per 1’ altra 
dy — ~ ^7 (3v* ff'ylv , 

integrando in modo clic v = v 1 dia — = o , otterremo 


ày' 


ds * 

donde si ricava 

/E 


C^-^ + V^-SAMog/), 




ds = K 

_ , yjt* 


e perciò 


V7-S + 3(v--^)-8A*logX 

(&• — 3»*)^ 


'=^ter 

V «• 


, + 3(v' : ‘— v 2 ) — 8/4’log.l- 

Per ottenere questo integrale si osserverà come ne’ due n. 
precedenti che essendo 

i°#-jr=— ,0 6 • (> - + ì (^) -+ec . \~y 
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si ottiene 

* - “ W)M7=r., 

ove M è una quantità compresa tra 




ed 


y/ av >Q> + £- / '~') yv(^‘_A*)(3^*-fc*) 


V A , (‘’+<'') - 8A*/ .t''— e 

___Z + 3(«, + V ')- ^1 + T — + cc.) 

onde essendo 

M > -t= 

XiSt/'-h'W— h‘) 
potremo determinare p per l'equazione 
.. /E* (V+W+3^-5A’V A/-. 

‘v Q y a7(i> .{. A*) » «'-* ^ * 

Allorché v — h; si ha s = Z, c l'equazione 



V Q y + A)(3 k'* — A*) 

darà il valore di p' : questa equazione è di quinto grado ri- 
spetto a v‘ , ma osservando che 

W +bM— aA» 8 
^ > 


ya^'+AXV— A*) V 6 
si potrà ricavare p' dall' equazione 

e sarà 

v 8 V E« 


i3 
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Con questo valore di V per mezzo dell’equazione (i) si 
potrà descrivere la curva che forma il contorno del solido, 
ma riflettendo che possiamo fare prossimamente 

5V _ 8 

VW^+iX 3 '"-* 1 ) v6 ’ 
si ha r equazione più semplice 

-iVgws-'Vè:. 

e quindi 

v = v'— (*"-A)£ (I> 

Dovendo essere V > h si ha dall’ equazione (a) 

# > Vlf**'’ cioè /1> » 5 

quindi se abbiamo 

P- E Q 

• 1 ~ 2 Tr'* » 

il solido non si piega sotto il peso Q , e sarà di forma ci- 
lindrica per essere di ugual resistenza. Per l’ equazione del 
n. 4- nel caso della sezione circolare onde il solido non 
s’ incurvi , si richiede che sia 

,, _ JQ_ 

— „/• R'V ’ 

8 0 0 

equazione che ne’ casi ordinari differisce di poco da quella 
poc'anzi trovata. 

Se nello stabilire l’equazione differenziale tra * e v si fosse 
preso il valore esatto di - sarebbesi ottenuta l'equazione 

(■ + £)~*= ‘ - • 
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onde si rileva che deve essere 


,->i (V 1 - 


•**» «“ '-<GD’S (•«£) 


24. Le equazioni stabilite ne’ tre ultimi n. possono anche 
applicarsi quando il solido invece di essere incastrato in una 
estremità è semplicemente posato sul piano orizzontale, os. 
servando che ciascuna metà del solido è come se fosse in- 
castrata in una estremità e caricata all’ altra di un peso 
uguale a quello che gravita sul solido ; quindi cambiando 
nelle equazioni ritrovate l in l esse apparterranno alla 
curva che termina ciascuna metà del solido, e siccome si 

ha sempre 0 , quando s = o ne siegue che le curve delle 

due metà si raccordano, ed essendo uguali formano una 
sola curva continuata. Pertanto dall’ equazioni del n. prece- 
dente si rileva esser giusta la pratica degli antichi di gon- 
fiare le colonne nel mezzo , e si vede ancora che la curva 
la quale girando deve produrre la colonna, può essere pros- 
simamente una parabola coll’asse orizzontale, perchè si ab- 
bia un solido di ugual resistenza : e che le colonne cilin- 
driche sono di ugual resistenza nel solo caso che il solido 
sia di lunghezza tale da non poter piegare sotto 1 ’ azione 
del peso che sopporta. 

E da osservarsi che ne’ tre n. precedenti non abbiamo 
trovata l’equazione della curva che prende il solido, c ciò 
per mostrare che in questi casi si può determinare la for- 
ma da darsi al pezzo senza prima assegnare la curva che 
affetta dopo la flessione. Ma se si volesse ritrovare questa 
curva, basterebbe eliminare 0 dalle equazioni trovate fra v 
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ed s , e v cd y : ovvero supporre ^ , c dall’ equazione . 

tra x e v che nc risulterebbe, eliminando v per mezzo del- 
l’ equazione già trovata fra v ed y ; si avrebbe immediata- 
mente 1’ equazione della curva fra le coordinate x , y. Il 
valore di j poi è dato dall’equazione tra v' ed J : ciò che 
si è detto per la variabile v deve dirsi per la u nel caso 
del n. aa (*). 

2 5. Nel ricercare le forme da darsi a’ pezzi curvi onde 
sieno di ugual resistenza, distingueremo due casi, cioè, se è 
o nò tagliato secondo la curva di equilibrio. Cominciando 
ad esaminare il primo caso supponiamo ( Fig. i3) che AB 
sia 1' asse di un solido appoggiato in À contro un piano 
fisso perpendicolare alla curva AMB : chiamando 

x , y le coordinate orizzontale e verticale di un punto 
• * qualunque M , 
s la lunghezza dell’arco AM 
a , e le coordinate del punto estremo B , 

S la lunghezza della curva AB , 


(*) Bisogna snelle avvenire che ne 1 n. ai, aa, a3 non si è messo a calcolo 
nel riferire i valori di s alle diverse parti della lunghezza del solido la coni- 
pressione longitudinale che soffrono le libre , così abbiamo supposto che quando 
sia s = /, lo clic a rigore non si avvera. In questi casi dovrebbe proce- 
dersi come nel n. i5 abbiamo accennato, cioè ponendo nell 1 equazione differen- 
ziale di primo ordine fi a s e v 

ma il calcolo diverrebbe piu complicato*, e d'altronde questa omissione porta 
piccola variazione nelle dimensioni del pezzo , ed a vantaggio della resistenza del 
solido. 
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F il valore della forza applicata in M per 1 ’ unità di 
lunghezza , 

9 l’angolo compreso dalla direzione della forza F con 
l’asse delle x , 

T la pressione che si esercita in M , 

P e Q le forze verticale , e orizzontale che agiscono 
in B secondo le y e le a: negative , 
si avrà, come è noto, 

T^ = P+J S F<fc sen.9 

j r s 

T— = Q -)-J Fofscos.9, 

dalle quali eliminando T si ha 1 ’ equazione della curva di 
equilibrio relativa alla data legge della forza F , condizione 
che noi supponiamo verificata per la curva AB ; ciascuna 
di queste equazioni poi darà il valore di T. Pertanto es- 
sendo T la pressione che ha luogo in M ritenendo per ni 
ed IV il significato de’ n. 1 e 4 1 per 1 ’ equilibrio alla rot- 
tura dovrà essere 


e per mezzo di quest’ equazione si conoscerà in ciascun 
punto M l’ area della sezione corrispondente , la qual con- 
dizione aggiunta alle altre equazioni che si possono ne’ di- 
versi casi stabilire fra i determinanti della sezione, servirà 
ad assegnarla compiutamente. Cosi nel caso che le sezioni 
sieno rettangolari indicando con 2 u la dimensione orizzontale 
e con 2v quella normale alla curva AB; data una rela- 
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rione tra u e v 1' equazione ( I ) darà i valori di « e o 
per ogni punto M. 

26. Consideriamo per esempio il pezzo B'AB ( Fig. 1 4 ) 
appoggiato contro due piani perpendicolari alla curva B'AB 
in B' e B, e caricato di pesi uniformemente distribuiti sul. 
l’orizzontale Ax: chiamando p il peso corrispondente ad un 
unità di lunghezza dell’asse Ax, nell’ equazioni del n. pre- 
cedente dovrà farsi 

„ dx 

F = — P ds' co*. 9 = 0, sen.9 = 1 , 


onde avremo 



dalle quali risulta 


dy P — p {* — *) 
___ - 


Dovendo essere al punto A 

X = o 


è 

dx 


O 


avremo 

onde 


dy 

dx 


al punto B avendosi 
si ricava che 


P =p*> 


px 

Q"’ 
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<*• 

y=-r 


è 1’ equazione della curva AB. Inoltre essendo 

t=q|=q V 1 + £ = QV 1 + 4 -^ 1 ’ 

sarà 

m “ a (R <\ 1+ ** * 

Supponiamo le sezioni rettangolari e aw = si ; cioè che 
il pezzo abbia uniforme larghezza, avremo 

P x ‘ A f l 4***’ 

V ~ 8<R'A V 1 «4 » 

dalla quale si ricaveranno i valori delle grossezze v. 
Ponendo x = o , a: = * , si ha rispettivamente 

v =jaL\ii+ì i : 

queste parti si porteranno sulle normali aa' , ii' , e simil- 
mente operando pe’ diversi punti M della curva AB si as- 
segneranno le curve ai, a'b' che terminano il solido; ed 
è degno di osservazione che queste curve sono due altre 
parabole. Difatti considerando una sezione qualunque NN' 
corrispondente al punto M, indicando con x' y‘ le coor- 
dinate del punto N , si ha 

dv 


x‘— x — v •*- 

di 

y=y + v-i-- 


ma essendo 


y= zi* 
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r equazione della parabola AB, abbiamo 

dx I dy Kx I 

dunque ponendo per semplicità di calcolo 

/*»' =c 
8<R'4 * 

sostituendo per v il suo valore si otterrà 


X — X 


ac c 


y~y + c> 

per mezzo delle quali eliminando x , y dall'equazione (i), 
risulta 


equazione appartenente alla parabola che ha a per vertice , 
e per parametro 

(**— afe)* _ » , (4£R'— /,)* 

»*< ìtìiR'-A* ' 


Similmente si troverà che la curva che determina la faccia 
superiore ha per equazione 


y + c— 


»*c 


***. 


Queste formole potranno servire per regolare prossima- 
mente la forma degli archi i quali sostengono il tavolato 
de’ ponti di legname, o qualunque altro sistema caricato 
di pesi uniformemente distribuiti sull’ orizzontale. 

27. Allorché la forza F è applicata sulla faccia superiore 
del solido avendo supposta costante la larghezza può inten- 
dersi distribuita sull’ asse del pezzo , e la curva di equilibrio 
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che deve affettare quest'asse è la stessa che se le sezioni 
fossero tutte uguali. Non è così • quando la forza F agisce 
in ogni punto di ciascuna sezione, perchè allora supponendo 
pure che questa forza vari soltanto da sezione a sezione, 
ma sia costante in grandezza e direzione pe’ diversi punti 
di una stessa sezione , la forza che devesi intendere appli- 
cata in M (Fig. i5) essendo proporzionale all’ area della se- 
zione; variando la grandezza di questa, cambierà la natura 
della curva AB. Per esaminare come debba procedersi in 
simili casi supponiamo che il pezzo AB oltre della forza F 
agente come nel n. precedente si è detto , sia sollecitato 
da una forza F' applicata a’ diversi punti del corpo come 
qui sopra abbiamo accennato , e dicasi 1’ angolo che la 
sua direzione fa con l’asse delle x : è chiaro che si avrà 


T l= P +J^ F<fcsen ^+J^ 

dx f S f S 

T Z = Q+J Fzfecos.$+J 


/nF'dssen. 
mF'da cos . 


V- 


m = 


T 

R' 


(O. 


(a). 


( 5 ). 


Differenziando le prime due equazioni nell’ ipotesi di ds 
costante si ottiene 


dT ^ + = — Fds sen.q> — mF'ds sen.$' 

dT = — Fds cos. 9 — mF'ds cos . 9', 

nelle quali sostituendo per m il valore dato dall’ equa- 
zione (3), ed eliminando in seguito T si ha l’equazione della 
curva. Formiamoci al caso in cui sia F = 0 ; cd F' costante, 

14 


« 


t 
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uguale a « e parallela all’asse delle y, che avviene quando 
si suppone il solido sollecitato soltanto dal proprio peso : 
moltiplicando la prima delle due ultime equazioni per dx , 
sostraendone la seconda moltiplicata per dy , e facendo inol- 
tre cos.i{>' = o, sen . = 1 , avremo 


ovvero 

ed integrando 
donde si ha 
ed 


T dx ify-dyd'x = _ mxdx 
ds 




df 

R’arc tang. ~= = C — Wx , 

dy C — «* 

~ = tang . — , 


R' , ri C — vx 

y=*~ log.C'cos.-— . 


Le costanti C , C' si determinano dovendo essere rispetti- 
vamente 


•y = o , y — € quando x = o , x — a. 


Se il pezzo deve essere situato come lo indica la Fig. 1 4 
l’ equazioni trovate appartengono a ciascuna metà del pezzo , 
però agendo il peso del solido, ovvero la forza F', secondo 
le y positive dovrà farsi sen . = — 1 , onde si ha successi- 
vamente 


dxd'y 

— 

dyd'. 

r 

&clx 


ds' 



dy 



vsx 


di = 

tang, 

' R 7 

y 


R' 

log. 


<xx 

y = 

« 

S€C. 

R*" 
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Non abbiamo aggiunte costanti perchè deve essere in questo 
caso contemporaneamente 


dy 

x =°,y=o, jl = 0 . 


Trovata l’equazione della curva AB resta a determinare 
la pressione T, le due forze P , Q , e la legge delle sezioni 
m : a tal’ uopo si rifletta che essendo 


si ottiene 


dy mx 

— = tane . — . 
dx ° R' » 


ds «x 

Tu sec * R* ’ 


e dall’equazione (2) avremo 
onde 


T =Qs=Q«c|, 


Q «x 


( 4 ) 


Quanto a’ valori di Q e P dividendo l’ equazioni (1) e (2) 
l’una per l’altra, tenendo presenti le ipotesi fatte si ha 


dx 




= 7, 


Q - *“8 -Ri 

dalla quale ponendo x=o, si deduce 


P = « j* nuh = sec.’^ = Q tang . ~ , 

ed alla medesima conseguenza si perviene facendo x = * 
Inoltre supponendo le sezioni rettangolari come nel n. pre- 
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cedente, l’equazione (4) dà 


v = 


-ÌR r b sec -Tf’ 

e chiamando c il valore di v al punto A cioè quando 
risulta 


x= o. 


Q = 4R'3c, e v*=zcsee.~ , 

e per mezzo di questa equazione si potranno regolare le 
grossezze v. La figura del pezzo determinato in tal guisa 
converrebbe pure ad un’ arco in cui si volesse che ciascun 
cuneo offrisse la medesima resistenza, essendo però l’arco 
caricato del solo peso de’ cunei. 

28. Consideriamo ora (Fig. i 5 ) un pezzo curvo qualun- 
que AMB incastrato in A ed animato in B da due forze 
una P verticale , l’ altra Q orizzontale , che lo facciano pie- 
gare secondo AB': si chiami 

9 l’ angolo che forma la normale alla curva in M con 
la verticale, 

9' l’angolo che comprende con la verticale la normale 
in M' alla curva AB , essendo M' il punto nel quale 
si trasporta il punto M , 

ritenendo le denominazioni altrove usate, si avrà 


rp Q ite — P dy 

1 d t 

*' _ T , 

E “ Em T ds 


(*) 

(9) 

(3). 


Di queste equazioni, quando è data la legge delie sezioni, 
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la prima serve a determinare la curva che prende il pezzo , 
la seconda dà il valore della pressione che si esercita in ogni 
punto, la terza finalmente esaminando per qual punto della 
curva il suo secondo membro diviene massimo , e ritenendo 
questo valore , serve a stabilire 1 ’ equilibrio alla rottura. 
Ma nel determinare il solido in modo che sia di ugual re- 
sistenza, le quantità i ed m sono ignote, e l'equazione ( 3 ) 
deve verificarsi per tutti i punti della curva, quindi eli- 
minando dall’ equazioni (i), (9), ( 3 ) , T e d * ~ si otterrà 


R* _ QJx — Wy 
E E mds 


+ 7 [*(•-*)+ Q(«-jOL 


la quale serve a determinare la legge delle diverse sezioni. 
Supponiamo le sezioni come abbiam detto nel n. 26 , ed 
avremo 


Qdx — Vily 

4 imU 


+ 4Ì + 


dalla quale per ogni valore di a: si ha il corrispondente 
di v. Sia la curva AB una parabola, ed il solido caricato 
del solo peso P , dovrà farsi nell' equazione precedente 


«=•,?= 




* Wh? 




onde sarà 


PCx 


3P 


Allorché * = 0 , risulta 




V 3P* 


( 4 )« 
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e quando x = a, v = o ; perciò le due curve che termi- 
nano il solido vanno a passare per B. Se C = o la para- 
bola si confonde con 1 ' asse Ax , e quindi si ha il caso del 
pezzo rettilineo , e l’ equazione (4) si riduce in questa ipo- 
tesi a 


equazione identica a quella del n. 17: pertanto nel medesimo 
n. si è veduto che questa equazione non dava a rigore la legge 
delie sezioni del solido ed era applicabile soltanto nel caso 
che la flessione era piccolissima, e ciò è di accordo con quan- 
to precede , poiché le equazioni stabilite più sopra anche in 

questa ipotesi possono applicarsi : difatti essendo ‘^' L - 

il momento della resistenza che oppone il solido alla fles- 
sione dopo incurvato ( prescindendo sempre dal cambia- 
mento che riceve l’ elemento ds per effetto della pressione, 
esercitata nel punto corrispondente della curva ) chiamando 

p' le coordinate del punto B' ed x', y‘ quelle del pun- 
to M' invece dell’ equazione (i) si ha per equilibrio alla 
flessione 

= P(-'-r') + Q (P-f). 

Ma volendo adottare questa equazione si perverrebbe ad 
equazioni non integrabili, e perciò dovrà starsi nelle ap- 
plicazioni alle formole ritrovate , determinando però in se- 
guito per mezzo dell’equazione (1) la curvatura che prende 
il pezzo , o semplicemente gli spostamenti orizzontale e ver- 
ticale del punto estremo B ; e se questi si trovassero molto 
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grandi converrebbe aumentare le dimensioni ottenute del 
solido secondando sempre le forme via prima trovate. 

29. Da quanto abbiamo detto ne' casi considerati su i 
solidi di ugual resistenza, si vede che 1' applicazione della 
meccanica alla costruzione di questi solidi, non ha altra dif- 
ficoltà. che le integrazioni da farsi ne’ diversi casi partico- 
lari. Nelle ricerche eseguite finora su tali quistioni, limi- 
tandosi sempre a' pezzi rettilinei , si è stabilita f equazione 
di equilibrio tra le forze che sollecitano il pezzo e la re- 
sistenza di ciascuna sezione supponendo il solido non in- 
curvato. Quindi poiché il solido deve offrire ugual rcsi- 
sistenza alla rottura dopo incurvato , e non già nella po- 
sizione rettilinea, cosi i risultamenti a' quali si perviene in 
tal guisa possono ammettersi, quando calcolata in seguito 
la curva che prende il pezzo, si trova la flessione in tutti 
i punti piccolissima. Di qui n’ è venuto che in alcuni casi 
i quali presentavano qualche singolarità diversi autori ci 
hanno date diverse spiegazioni , che essendo fra loro contra- 
rie hanno lasciata oscura e dubbia la teoria. Cosi nel caso 
del n. 19 si ha 





la quale supponendo che a sia data ed uguale alla lun- 
ghezza del solido ; e che x indichi una parte qualunque 
di questa lunghezza, esprime che il solido deve esser ta- 
gliato secondo una parabola. Ponendo in seguito j = ^ nel- 
l' equazione 

1 1 

f = E « (a — *)‘ ’ 
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( integrando si ha 



la quale quando x = a dà_y = co. Or essendo impossibile 
che 1’ ordinata del punto estremo divenga infinita il Na- 
vier nella prima edizione della meccanica applicata dice ces 

résultats on doit Ics regarder cornine iiuliquant l’irn- 

possibilitè èvidente d’exècuter des solides , à l’extrémilé des- 
quels les faces supèricure et infcrieure sont tangentes l’une 
à l’autre (*). Questa spiegazione che giustamente è stata 


(*) I) Navier nella citata edizione n. 4°° , asserisce che anche nel caso <icl 
n. ìH 1’ ordinala del punto estremo è infinita ma ciò non sembra vero. Dil'atti 
in questo caso si ha 



i d'y aR'yR' t 

f dx' E y3 p a — m 

dy aR'yR' a 

dx Sp ® a — x 


aR'yR'/ 

: 


(«_(«_«) log^) , 


1’ ultima delle quali quando xzxa non dò y infinita , ma 
aR'yR' 

' = TyF°- 

Pertanto avendosi nella stessa ipotesi 
dy 

= on 

dx 


ne sieguc che la flessione non solo non è piccolissima; ma cresce indefinitamente 
accostandoci all’ estremila libera, e quindi perciò che abbiamo detto piu sopra, non 
possiamo per mezzo dell’equazione tra u ed x regolare le dimensioni del solido. 
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considerata come poco soddisfacente 1’ ha poi omessa nella 
seconda edizione della stessa opera , ed invece di addurre 
ragioni più convincenti e gettar luce su questo punto della 
teoria , non fa nemmeno rimarcare una tale particolarità. 

Pertanto da ciò che abbiam detto nel n. 1 9 si rileva che 
il problema è di sua natura impossibile , ed avendo dimo- 
strato che non è l’ equazione tra v ed x quella che dà la 
legge delle ordinate v , e che la quantità a è ignota e 1’ e - 
quazione dalla quale dovrebbe ricavarsi la dà immagina- 
ria (*) , svanisce la difficoltà rimarcata in questo caso che 
cioè mentre alcune equazioni determinano quali esser de- 
vono le dimensioni del solido onde sia di ugual resistenza, 


dy 

(*) Nel n. 19 abbiamo provato soltanto che il valore di diviene imma- 
ginario quando xzzo ( se mai abbiasi dubbio che lo stesso debba avvenire per 

a , si rifletta che dal valore di trovato nel n. citato risalta 
’ dx 


di s= 


o(a — x)dx 


pongasi per brevità 


ed integrando ti avrà 

>\j'— £; = (* — a ) lo s- 


\u‘(a — *)* — h‘x‘ 
=(■-£)•' 
<-v~a 
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F equazione della curva presa dal solido dà poi 1’ ordinata 
del punto estremo infinita. 

Riguardo a' solidi caricati verticalmente il non tener conto 
dell’ equazione fra una delle coordinate e l’arco della curva, 
ha fatto s'i che avendosi in questi casi un 1 equazione fra v 
ed y la quale non può per conseguenza in alcun caso espri- 
mere la legge delle grossezze v ; si sono fatte varie ipotesi 
la diversità delle quali dimostra 1’ incertezza della teoria , 


e poiché quando x = n , s —1} saia 


l\Ji—~ = (* — a) log.- 


•(-V'-ÈQ 

-WS- 


V A’ A* Ih' 


T equazione che determina a , la quale come è chiaro è assurda. 
Similmente nel caso del n. iH si ha 


ds r= ■ 


dx 




e ponendo log . - = * , si otti 


ottiene 


di = 


adì 


donde 


eVs — h't' ’ 


t essendo una quantità compresa tra o ed i , mettendo in questa equazione isa 
ovvero s = x ed s — l, si ha t' equazione per determinare a, che evidentemente 
è impossibile. 
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ed oltre a ciò ciascuna lascia delle quantità indeterminate: 
intanto il calcolo che abbiamo eseguito in questi casi si 
vede cbe punto non differisce dall’ andamento tenuto pe’ 
solidi situati orizzontalmente, e clic in conseguenza uno è 
il processo da seguirsi in simili ricerche senza aver biso- 
gno di ipotesi particolari (*). 

5o. Nella teoria de’ solidi di ugual resistenza Girard cerca 
anche di determinare il solido che essendo di ugual resi- 
stenza sia di minimo volume ; ma se si osservi che cre- 
scendo 1' altezza , e diminuendo la larghezza la resistenza 
alla flessione può crescere senza che vari 1’ area della se- 
zione, si rileva che non vi possono essere solidi di minimo 
volume : pertanto il citato autore nel caso delle sezioni ret- 
tangolari ritrova che il solido di minimo volume è quello 
che ha le sezioni simili ; ma se si calcola il volume di que- 
sto solido, e il volume del solido determinato nel n. 20 
si troverà quest’ ultimo più piccolo. Difatti supponendo il 


. (*) E anche da osservarsi che pe 1 casi ut' quali v = o alla estremità , T equa- 
zione 



dà anche p = o; quindi potrebbe credersi che essendo la curvatura infinita a 
questo punto, il solido deve rompersi necessariamente prima di prendere quella 
curvatura , che tendono le forte a produrre : ma riflettendo che p = o quan- 
di y 

do = od, e che il coefficiente differenriale di secondo ordine può essere 


d*y 

infinito tenia che lo tia quello del primo ordine , ( potendo l’ equa «.ione — so 

dx' 


indicare qualche punto singolare della curva come nel caso del n. 1- ), si ve- 
drà che può darsi il caso in cui all' estremità ? ~ o , e la flessione piccolissima. 

* 
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solido caricato soltanto del peso P all’ estremità , si ottiene 
l' equazione 

*I> 

(») 


4 uv % v 


la quale nel caso che le sezioni sono simili ponendo u = *e, 
diviene 

•• (*), 




e quindi il volume del solido che è espresso da 
4 uvds = 4» f v’ds, 

J O O 


si ridurrà a 


e poiché chiamando c 1 ’ altezza della prima sezione si ha 
dall’ equazione (a) 

3PZ , 3Pi 


^ vii > « » 

c= 4R f i’ ** * = p?’ 


il volume del solido sarà espresso da 

..IL 

/ R'c 

Allorché il solido viene determinato come nel n. ao cioè 
supponendo v costante ed uguale a c , l’equazione (ì) dando 

3P n 

u =w?‘ ( s) ’ 

cambia l’integrale 4J uvds in 

3Pf* . Pi * 

O 

che è minore del valore poc’ anzi trovato. 
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Questa pruova di fatto in contrario dimostra ad evidenza 
che il solido determinato da Girard, non è di minimo vo- 
lume : intanto essendo egli pervenuto ad un tal risulta- 
meato cercando di risolvere il problema per mezzo del cal- 
colo delle variazioni, potrebbe domandarsi come avviene 
che è giunto ad una conseguenza non vera. Ciò deriva dal 
che egli trovate le equazioni che uguagliano a zero i coef- 
ficienti delle variazioni delle variabili sottoposte al segno f 
che sono della forma 

uvdv—o (1), <iVa=o (a), 


u e v essendo i lati della sezione , non fa uso di queste 
equazioni ; ma le somma e le sottrae , e delle equazioni 

vdu -f- udv — o , vdu — udv = o , 


ovvero 


uv = cb , 


U 

V 


b 

e 


che ne risultano , dice che la prima corrisponde al solido 
di massimo volume , e la seconda a quello di minimo vo- 
lume. Or è da osservarsi che il volume del solido essendo 
espresso da fuvdx , prendendo per asse delle x l’ asse lon- 
gitudinale del pezzo ; per le note regole del calcolo delle 
variazioni le equazioni (i) e (a) dovrebbero raccordarsi , 
e perciò comunque si combinino si dovrebbe sempre ar- 
rivare alla medesima conseguenza. Quindi essendo diverse 
le equazioni che si ottengono sommandole e sottraendole, 
invece di conchiuderne che una spetta al massimo, e l’al- 
tra al minimo , bisogna dire che il calcolo ci avverte che 
non esiste il solido di massimo o minimo volume. 

Pertando volendo dimostrare con maggior evidenza che 
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non vi è solido di minimo volume, convien rammentare 
che quando l’integrale può porsi sotto la forma J\dx, 
V essendo una funzione di x ed y; 1’ equazione che deter- 
mina la relazione tra x ed y onde l' integrale sia massimo 
o minimo , c 

dv 

dy~°- 

Nel nostro caso abbiamo V = uv , ovvero essendo 

3P 

“ = ?RV 

1 ■ 

4R' *» * 

dunque si avrà 1’ equazione 

3P(/-») i 
4R' V — °’ 

dalla quale risulta 


v = 00 , 

vale a dire che non vi esiste solido di minimo volume , 
ma quando più grande si fà la dimensione verticale del 
pezzo, in parità di circostanze, più piccolo sarà il volume, 
lo che è di accordo con quanto ahbiam detto più sopra. 

Finalmente , riguardo al caso del massimo , non sarà 
forse inutile di osservare che l’equazione 

uv = bc 


unita all’equazione che passa tra u, v ed x dà 


bl 


v = ~(l~x), 


e per conseguenza avendosi u = w quando x = l, nemmeno 
potrebbe costruirsi un solido nel quale sieno le dimensioni 
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determinate dall’ equazioni precedenti. Ma ancorché si ri- 
guardi la quistione come una ricerca di calcolo , pure la 
relazione u\> = bc non rende un massimo l’ integrale Juvdx: 
per convincersi di ciò basta riflettere che se supponiamo 

c ,, x x(l — x) «<• — Ir,. . 

v = L_^ = ___(/_*), 

in virtù della relazione che esiste fra u, v, ed x; si ha 


onde 


blx % c % 

(*c — Le)' (/ — x) y 


C l , *bc % Idx a bc* | OLC 

j -r • 


la quale espressione essendo a arbitraria non solo può sor- 
passare la quantità bel, che è il valore di fuvdx nell’ ipo- 
tesi uv — bc, ma può crescere indefinitamente prendendo * 
l ' 

. poco minore di -. 


FINE. 
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